
ISBN: 978-9957-84-746-3

2م
01

9 
هـ /

14
40

     
     

     
     

     
ي   

اح
�سي

وال
ي  

ندق
والف

ي، 
لأدب

ين ا
رع

للف
     

     
     

     
     

شر    
ع�

ي 
لحاد

ف ا
ل�س

    ا
     

     
     

     
ت  

�سيا
ريا

  ال
 



يسر إدارة المناهج والكتب المدرسية استقبال آرائكم وملحوظاتكم على هذا الكتاب عن طريق العناوين الآتية:

E-mail: Scientific.Division@moe.gov.jo :أو بوساطة البريد الإلكتروني



قررت وزارة التربية والتعليم تدري�س هذا الكتاب في مدار�س المملكة الأردنية الها�شمية جميعها، بناءً على قرار 
مجل�س التربية والتعليم رقم 2016/19، تاريخ 1/12/ 2016م، بدءًا من العام الدرا�شي 2016م / 2017م. 

مو�س��ى �أحم��د  ن�س��ال 
�أبوعلي��ان �أحم��د  عم��ر 

: �للغ��وي  �لتحري��ر 
: و�لت�سميم  �ل��ر�س�م 

ع�سام �سليمان �ل�سطناوي �لتحرير �لعل�مي :

�ل��ع��زة د�وود  ن��رم��ي��ن 
�سليم���ان �أحم���د �لخ�لايل�ة

�لفني: �لتحرير 
�لإن������ت�����اج :

ن��ڤ��ن �أح���م���د ج��وه��ردقّ���ق �لط���باع��ة و ر�ج�������ع�������ها:

�أ�سرف على تاأليف هذ� �لكتاب كلٌّ من:

وق�ام بتاألي��فه كلٌّ من:

�أ.د. و�سفي �أحمد �ل�سطناوي )رئي�سً�ا(
�أ.د. عب������د �لله محم�����د ربابع������ة

�أ.د. �أحم�������د عب�����د �لله رحي������ل
�أ.د. رب�����ى مح�م�����د م�ق������د�دي

جه�������اد ح�سي����ن �أب�و �لرك�������ب
رو�ن ي�����و�س���������������ف عل���������ي

د. �أحم������د جمي������ل �لم�ساعف����ة
علي���������ة مح���م�������د �أبو �ستي��������ة

ع�سام �سليمان �ل�سطناوي )مقررً�(

حقوق �لطبع جميعها محفوظة لوز�رة �لتربية و�لتعليم
عمّان – �لأردن/ �ص. ب: 1930

يداع لدى دائرة المكتبة الوطنية رقم الإ

)2016/3/1272(
ISBN: 978 - 9957 - 84 - 746 -3

�لطبعة �لأولى
�أعيدت طباعته

1437ه� / 2016م
2017- 2018م



5�لمقدمة

قائمة �لمحتويات

�لف�سل �لدر��سي �لأول

�لوحدة �لأولى: �لقتر�نات كثير�ت �لحدود

تحليل كثيرات الحدود  10�لف�سل �لأول: 
اأولً: نظرية الباقي والعامل    10

ثانيًا: تحليل كثيرات الحدود اإلى عواملها الأولية    17
التعابير الن�شبية  22�لف�سل �لثاني: 

ر�شم كثيرات الحدود  26�لف�سل �لثالث: 
المتباينات غير الخطية  33�لف�سل �لر�بع: 

37�أ�سئلة �لوحدة 

�لوحدة �لثانية: �لقتر�نات

القتران الحقيقي  42�لف�سل �لأول: 
اقترانات خا�شة  51�لف�سل �لثاني: 

اأولً: القترانات المت�شعبة    51
ثانيًا: اقتران القيمة المطلقة    57
العمليات على القترانات  62�لف�سل �لثالث: 
اأولً: تركيب القترانات    62

ثانيًا: القتران العك�شي    70
78�أ�سئلة �لوحدة 



áeó≤ŸG

�لف�سل �لدر��سي �لثاني
�لوحدة �لثالثة: �لقتر�نات �لأ�سية و�للوغاريتمية

�لوحدة �لر�بعة: �لمتتاليات و�لمت�سل�سلات �لح�سابية و�لهند�سية

المتتاليات والمت�شل�شلات  130�لف�سل �لأول: 
اأولً: المتتالية    130

ثانيًا: المت�شل�شلة    136
المتتاليات والمت�شل�شلات الح�شابية  142�لف�سل �لثاني: 

اأولً: المتتالية الح�شابية    142
ثانيًا: مجموع المت�شل�شلة الح�شابية    149

المتتاليات والمت�شل�شلات الهند�شية  154�لف�سل �لثالث: 
اأولً: المتتالية الهند�شية    154

ثانيًا: مجموع المت�شل�شلة الهند�شية المنتهية    160
ثالثًا: مجموع المت�شل�شلة الهند�شية غير المنتهية    165

169�أ�سئلة �لوحدة 

القترانات والمعادلت الأ�شية  84�لف�سل �لأول: 
اأولً: القتران الأ�شي    84

ثانيًا: ر�شم القتران الأ�شي    90
ثالثًا: المعادلة الأ�شية    97

القترانات اللوغاريتمية  102�لف�سل �لثاني: 
اأولً: اللوغاريتمات    102

ثانيًا: القتران اللوغاريتمي وخ�شائ�شه    114
125�أ�سئلة �لوحدة 



áeó≤ŸG

ب�سم �لله �لرحمن �لرحيم

الحادي  لل�شف  الريا�شيات  كتاب  المعلمين  الطلبة وزملائنا  اأعزائنا  اأيدي  بين  ن�شع  اأن  ي�سرنا 
ع�سر للفروع الأدبي، والفندقي وال�شياحي، وال�شناعي / م�شار )كليات المجتمع(، ان�شجامًا مع 
خطة وزارة التربية والتعليم لتطوير المناهج والكتب المدر�شية ح�شب الإطار العام والنتاجات العامة 
بين  الفردية  الفروق  مراعاة  على  الكتاب  تاأليف  في  حر�شنا  وقد  الريا�شيات،  لمبحث  والخا�شة 
الطلبة، وتنمية مهارات التفكير وحل الم�شكلات لديهم، والإفادة من المهارات الحا�شوبية في تعلم 

الريا�شيات.

يتكون الكتاب من اأربع وحدات موزعة على ف�شلين درا�شيين؛ يت�شمن اأولهما وحدة القترانات 
في  الوا�شعة  تطبيقاتها  اإلى  نظرًا  الريا�شيات؛  في  المهمة  المو�شوعات  من  وهي  الحدود،  كثيرات 
مجالت العلوم المختلفة، مثل: الفيزياء، والكيمياء، والقت�شاد، والعلوم الطبية والتربوية. ويت�شمن 
ا وحدة القترانات التي يُعَدُّ الجبر محورها الرئي�س، والتي ت�شم اقترانات  الف�شل الدرا�شي الأول اأي�شً
متنوعة، مثل اقتران القيمة المطلقة، والقترانات المت�شعبة، والقترانات الك�سرية التي تهيئ الطالب 

لتعلم التفا�شل والتكامل في ال�شف اللاحق.

اإلى  تهدف  التي  واللوغاريتمية  الأ�شية  القترانات  وحدة  في�شم  الثاني  الدرا�شي  الف�شل  ا  اأمَّ
اإك�شاب الطلبة جملة من المهارات العملية في الريا�شيات والعلوم الأخرى وحل الم�شائل الحياتية، 
مهمة في  عملية  تطبيقات  تت�شمن  التي  والمت�شل�شلات  المتتاليات  ا وحدة  اأي�شً الف�شل  هذا  وي�شم 
ال�سكاني,  والنمو  وارتدادها,  الأج�سام  ب�سقوط  الخا�سة  الح�سابات  مثل:  المجالت,  من  العديد 

والحركة البندولية، وح�شاب النمو في ال�شتثمارات المالية، وغير ذلك.

ن�شاأل الله العلي العظيم اأن نكون قد وُفِّقنا في تقديم هذا الكتاب ليكون نافعًا ومفيدًا.
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الفصل الدراسي الأول



الريا�شيات  يُعَدُّ فرعًا من فروع  الذي  القترانات كثيرات الحدود هي من مو�شوعات الجبر 
المهمة؛ نظرًا اإلى تطبيقاته الوا�شعة في مجالت العلوم المختلفة، مثل: الفيزياء، والكيمياء، والقت�شاد، 

والعلوم الطبية والتربوية، مما يوؤكد الأثر الفاعل للريا�شيات في عالمنا الذي نعي�س فيه.

الاقترانات كثيرات الحدود الوحدة
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يتوقع من �لطالب بعد در��سة هذه �لوحدة �أن يكون قادرً� على: 

Polynomial Functions

تعرف نظرية الباقي والعامل، وا�شتخدامها في تحليل اقترانات   
كثيرات الحدود حتى الدرجة الثالثة.
اإيجاد ال�شيغ المكافئة للتعابير الن�شبية.  

ا�شتخ��دام التكنولوجيا في تمثيل القترانات كثيرات الحدود،   
وا�شتق�شاء خ�شائ�شها.

حل متباينات غير خطية ذات متغير واحد اعتمادًا على اإ�شارة   
اقترانات كثيرات الحدود من الدرجة الثانية.

رًا الحل. حل م�شائل تت�شمن اقترانات كثيرات الحدود، مُبرِّ  



تتعرف نظرية الباقي والعامل.  
ت�شتخدم نظرية الباقي والعامل في بحث قابلي�ة ق�شم�ة كثير حدود على اآخر، واإيجاد الباقي   

)اإن وُجِد(.
تحلل اقترانات كثيرات حدود حتى الدرجة الثالثة.  

تحليل كثيرات الحدود الف�صل الاأول

�لنتاجات

Factoring Polynomials

Remainder and factor theoremنظرية �لباقي و�لعامل�أول

بركة ماء م�شتطيلة ال�شكل، م�شاحتها تعطى وفق القتران م )�س( = )3�س2 + 21�س + 30( 
متر مربع، هل يمكن اأن يكون بُعْداها )3�س + 6( متر، )�س + 5( متر؟

لإيجاد باقي ق�شمة القتران ق )�س( = �س3 + 2�س –4 على القتران  ه� )�س( = �س – 2، 

�س3 + 2�س -4       �س – 2
- 2�س2 �س3

�س2+2�س+6

2�س2 + 2�س - 4
2�س2 – 4�س

6�س - 4
6�س – 12

8

يمكن ا�شتخدام خوارزمية الق�شمة الطويلة:

ناتج الق�شمة ي�شاوي �س2 + 2�س + 6، وباقي الق�شمة ي�شاوي 8.

10



ا�شتخدم طريقة الق�شمة التركيبية في ق�شمة ق )�س( = 5�س3 - 4�س2 + 9 على ه� )�س( = �س - 2.
�لحل

∫ÉãŸG1

بناءً على المثال ال�شابق، جد ما ياأتي:
درجة القتران ه� )المق�شوم عليه(، �شفر المق�شوم عليه، ق )2(. ماذا تلاحظ؟

�شفر
المق�شوم عليه

2

معاملات المق�شوم

54-

10

0

12

9

12 6 5

24
+ + +

33
2 × 2 × 2 × 

�لتدريب
ج�د خارج وب�اقي ق�شم��ة ق )�س( = 6�س3 + 4�س + 2 على ه� )�س( = �س - 1 با�شتخدام  

طريقة الق�شمة التركيبية.

(1)

ا�شتُخدِمت خوارزمية الق�شمة الطويلة لق�شمة كثيرات الحدود في المثال ال�شابق، وتوجد طريقة 
اأخ��رى مخت�سرة لق�شمة كثير ح��دود على كثير حدود اآخر �سريط�ة اأن يك��ون المق�شوم عليه ب�شورة 

.)Synthetic Division( فيما يُعرَف بطريقة �لق�سمة �لتركيبية ،)س - اأ�(

رتب معاملات حدود المق�شوم تنازليًّا ح�شب قوى   )1(
)�س(، و�ش�ع �شف��رًا معام�لًا للح�د غير الموج��ود، 

واكتب �شفر القتران )�س - 2( اإلى اليمين.
اأن��زل معامل الح��د الأول )5(، وا�سرب��ه في العدد   )2(

)2(، واكتب الناتج تحت المعامل الثاني ثم اجمع.
كرر عملية ال�سرب والجمع اإلى اآخر معامل؛ فيكون   )3(
العدد الأول والثاني والثالث معاملات حدود خارج 

الق�شمة، والعدد الأخير هو الباقي.
∴ خارج الق�شمة هو 5�س2 + 6�س + 12، والباقي 33.

11



ا�شتخدم نظرية الباقي والعامل في اإيجاد باقي ق�شمة القتران:
ق )�س( = �س2 – 5�س + 3 على القتران ل )�س( = �س + 4

�لحل
�س + 4 = �شفر  �س = –4                  ) اإيجاد �شفر القتران للمق�شوم عليه  ل(  )1

ق )–4( = )–4(2 – 5 )–4( + 3  )2
= 16 + 20 + 3 = 39                 )تعوي�س �شفر المق�شوم عليه في المق�شوم(   

فيكون باقي ق�شمة القتران ق على القتران ل هو 39.  )تطبيق نظرية(

∫ÉãŸG2

ا�شتخدم نظرية الباقي والعامل في اإيجاد باقي ق�شمة القتران ق على القتران ك لكل مما ياأتي:
ك )�س( = �س + 2   ، ق )�س( = 4�س3 – �س + 5    )1

ك )�س( = 3�س – 9  ، ق )�س( = –�س2 + 2�س + 1    )2
ك )�س( = 4�س + 1  ، ق )�س( = 5�س – 12     )3

(2)�لتدريب

نظرية �لباقي و�لعامل
 - ب (، اأ ≠ 0، ويكون 

اأ باقي ق�شمة كثير الحدود ق على القتران ه� )�س( = اأ�س+ ب هو ق )
القتران ه� عاملًا من عوامل القتران ق اإذا )وفقط( اإذا كانت قيمة الباقي ت�شاوي �شفرًا.

يمكن تحليل القتران كثير الحدود ق )�س( = �س2 – 8�س + 15 اإلى عوامله الأولية على النحو الآتي: 
�س2 – 8�س + 15 = )�س – 5( )�س – 3( 

العامل الأول )�س – 5(، و�شفره العدد )5(:
ق )5( = )5(2–8 × 5 + 15 = �شفرًا.

العامل الثاني )�س – 3(، و�شفره العدد )3(:
ق )3( = )3(2 – 8 × 3 + 15 = �شفرًا.

ماذا تلاحظ؟

12



– 2�س   الق�تران ل )�س( = 4  – اأ �س + 4 على  م )�س( = �س3  الق�تران  ق�شم�ة  باقي  اإذا كان 
ي�شاوي 6، فما قيمة الثابت اأ ؟

�لحل
ل )�س(=0  4 – 2�س = �شفرًا  �س = 2      ) اإيجاد �شفر القتران  ل)�س( (

فيكون الباقي = م )2( = )2(3 – اأ × 2 + 4        )تطبيق نظرية(
     = 8 – 2اأ + 4

     = 12 – 2 اأ 
لكن الباقي = 6             )ا�شتخدام المعطيات(
∴ 12– 2اأ = 6             )حل المعادلة الخطية(

  –2اأ = – 6  
  اأ = 3

اإذا كان باقي ق�شمة القتران ق )�س( =  �س2 + 3�س  على القتران ل )�س( = �س – ب ي�شاوي 4، 
فما قيمة الثابت ب؟

�لحل
ل )�س( = 0  �س – ب = 0  �س = ب           ) اإيجاد �شفر القتران ل)�س( (

الباقي = ق )ب( = )ب(2 +3 ب            )تطبيق نظرية(

∫ÉãŸG3

∫ÉãŸG4

اإذا كان باقي ق�شمة القتران ق )�س( =  3اأ �س2 + اأ �س – 6 على القتران
ل )�س( = 1 – �س ي�شاوي 10، فما قيمة الثابت اأ ؟

(3)�لتدريب

13



ر اإجابتك. هل يكون باقي ق�شمة اقتران كثير حدود على اآخر دائمًا عددًا ثابتًا؟ برِّ
ر فكِّ

بينِّ با�شتخدام نظرية الباقي والعامل اأيّ القترانين الآتيين هو عامل من عوامل القتران
ق )�س( = 2�س2 – 72

ل )�س( = �س– 6،    اأم    م )�س( = �س – 1
�لحل

لمعرفة اإذا كان القتران ل عاملًا من عوامل القتران ق، يتعين اإيجاد �شفر القتران ل:  )1
ل )�س( =0  �س –6 = �شفرًا  �س = 6  

ق )6( = 2 × )6(2 – 72
= 72 – 72 = �شفرًا.  

وبما اأن ق )6( = �شفرًا، فاإن القتران ل هو عامل من عوامل القتران ق.
لمعرفة اإذا كان القتران م عاملًا من عوامل القتران ق، يتعين اإيجاد �شفر القتران م:   )2

∫ÉãŸG5

اإذا كان ق )�س( اقتران كثير حدود من الدرجة الثانية، وباقي ق�شمة ق علىالقتران
ل )�س( = �س – 2 ي�شاوي 5، وباقي ق�شمة ق على القتران م )�س( = �س + 1 ي�شاوي 4، 

وق )0( = 3، فجد قاعدة القتران ق )�س(.

(4)�لتدريب

لكن الباقي = 4                   )ا�شتخدام المعطيات(
∴ ب2 +3ب = 4                    )حل المعادلة التربيعية(

ب2 + 3ب – 4= 0  
)ب + 4( )ب – 1( = 0  

ب = –4 ، ب = 1  

14



م )�س( = 0  �س – 1 = �شفرًا  �س = 1
ق )1( = 2 × )1(2 – 72

 72 – 2 =  
70 – =  

وبما اأن ق )1( = –70 ≠ �شفرًا، فاإن القتران م  لي�س عاملًا من عوامل القتران ق.

ا�شتخدم نظرية الباقي والعامل في تحديد اإذا كان القتران ك عاملًا من عوامل القتران ق في 
كل مما ياأتي:

ك )�س( = �س – 1  ، ق )�س( = 4�س4 – 2�س – 2   )1
ك )�س( = 2 – �س  ، ق )�س( = 3 – 6�س    )2

ك )�س( = 2�س + 5  ، ق )�س( = –�س3 +2�س – 1   )3

(5)�لتدريب

حل الم�شاألة الواردة في بداية الدر�س.
 (6)�لتدريب

اإذا كان القتران م )�س( = 4 – �س عاملًا من عوامل القتران ل )�س( = اأ �س2 – 15�س + 4اأ، 
فجد قيمة الثابت اأ.

�لحل
بما اأن القتران م هو عامل من عوامل القتران ل، فاإن ل )4( = �شفرًا.

اأ )4(2 – 15 )4( + 4اأ = �شفرًا.

20 اأ – 60 = �شفرًا.  
اأ = 3    

∫ÉãŸG6

هل يمكن اأن يكون القتران الخطي عاملًا من عوامل اقتران خطي اآخر؟
ر فكِّ

15
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ا�شتخدم نظرية الباقي والعامل في اإيجاد باقي ق�شمة القتران ق على القتران ل لكل مما ياأتي:  )  1
ل )�س( = �س – 1  ، ق )�س( = 2�س5– 4�س + 1   ) اأ 

ل )�س( = 2�س – 6  ، ق )�س( = – 3�س2 + �س – 1  ب ( 
ل )�س( = –3�س – 1  ، ق )�س( = �س – 4     ) ج� 

اإذا كان باقي ق�شمة القتران ق )�س( = 2اأ �س3 – اأ �س2 – 6 على القتران ل )�س( = �س – 1   )  2
ي�شاوي –4، فجد قيمة الثابت اأ.

ا�شتخدم نظرية الباقي والعامل في تحديد اإذا كان القتران م عاملًا من عوامل القتران ق لكل   )  3
مما ياأتي:

م )�س( = �س – 2  ، ق )�س( = 4�س3 – �س – 2   ) اأ 
م )�س( = 2�س + 5  ، ق )�س( = – �س2 + �س –1  ب ( 
م )�س( = 5 – 2�س  ، ق )�س( = 1 – 6�س    ) ج� 

اختلف الطالبان اأحمد وعلي بخ�شو�س قابلية ق�شمة القتران ق )�س( = – �س4 + 5�س3 – 3�س – 1   )  4
على القتران م )�س( = 1 – �س، فقال اأحمد اإن ق يقبل الق�شمة على م، في حين قال علي اإن ق ل 

ر اإجابتك. يقبل الق�شمة على م. في راأيك، اأيّهما اأ�شاب في اإجابته؟ برِّ
اإذا كان ق اقترانًا كثير الح��دود من الدرج��ة الثالث��ة، وعوامل��ه )�س – 1( ، )2�س – 4(،   )  5

)3 – �س(، فاكتب قاعدة القتران ق، علمًا باأن ق)0(=4

16



يمثل القتران الآتي م�شاحة موقف حافلات مربع ال�شكل:
م )�س( = )25�س2 + 70�س + 49( متر مربع. اإذا كان طول الموقف ي�شاوي )اأ�س + ب( متر، 

فجد محيطه عندما تكون قيمة �س = 20 متًرا.

يمكن تحليل المقدار الجبري التربيعي اأ�س2 + ب �س + ج�  اإلى عوامله الأولية، اعتمادًا على قيمة 
المميز )ب2 – 4اأج�(؛ فاإذا كانت القيمة موجبةً اأو �شفرًا اأمكن تحليل المقدار اإلى مقادير جبرية خطية 
ا اإذا كانت قيمة المميز �شالبةً فيكون المقدار التربيعي اأوليًّا. والمثال الآتي يو�شح اأهمية معرفة  اأولية، اأمَّ

اإ�شارة مميز المقدار التربيعي في تحليل كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة اإلى عواملها الأولية.

Factorization of Polynomialsتحليل كثير�ت �لحدود �إلى عو�ملها �لأوليةثانياً

حلل القتران ق )�س( =  �س3 – 8 اإلى عوامله الأولية.
�لحل

يمكن تحليل القتران بو�شفه فرقًا بين مكعبين على النحو الآتي:
�س3 – 8 = )�س – 2( )�س2 + 2�س + 4( 

بما اأن مميز العبارة التربيعية )�س2 + 2�س + 4( ي�شاوي
)2(2 – 4 × 1 × 4 = –12، فهي عبارة اأولية غير قابلة للتحليل.

ولكن، هل توجد طريقة اأخرى لتحليل القتران ق اإلى عوامله الأولية؟

يمكن تحليل القتران ق اإلى عوامله الأولية بالبحث عن �شفر للاقتران )قيمة �س التي تجعل قيمة 
القتران ت�شاوي �شف��رًا(، والأ�شف��ار المحتملة للاقتران هي عوام��ل الح�د الثابت )–8( الآتي��ة: 

.}8+– ،4+– ،2+– ،1+–{

وبالتجريب يتبين اأن ق)2( = )2(3 – 8 = �شفرًا، وهذا يعني اأن )�س – 2( هو عامل من عوامل 
القتران ق. ولإيجاد بقية العوامل، يتعين اإيجاد ناتج ق�شمة ق )�س( على )�س – 2( باإحدى طرائق 

الق�شمة:

∫ÉãŸG1

�لعامل �لأولي للمقد�ر �لجبري
يمك��ن  ل  ج��بري  مق��دار 
اإلى مق��دار جبري  تحليل��ه 

اأقل منه درجة.
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وبما اأن باقي الق�شمة ي�شاوي �شفرًا، فاإن:
)�س2 + 2�س + 4( هو عامل اآخر من عوامل القتران ق؛ لذا فاإن:

�س3 – 8 = )�س – 2( )�س2 + 2�س + 4( 
لحِظ اأن )�س – 2(، )�س2 + 2�س + 4( هما عاملان اأوليان )تحقق من ذلك(.

�س �س2 �س3
08-

8
�شفر

الحد الثابت
0 1

1
4 2

24

2

حلل القتران ق )�س( = �س3 - 3�س - 2 اإلى عوامله الأولية.
�لحل

قيمة الحد الثابت ت�شاوي - 2، والأ�شفار المحتملة للاقتران هي عوامل الحد الثابت ) -2( الآتية:
.}2+– ،1+–{

وبالتجريب يتبين اأن ق)-1( = )-1(3 - 3)-1( - 2 = �شفرًا، وهذا يعني اأن )�س + 1( هو 
عامل من عوام��ل القتران ق. ولإيج��اد بقي�ة العوام�ل، يتعين اإيج�اد ناتج  ق�شم��ة ق )�س( على 

)�س + 1( باإحدى طرائق الق�شمة:

∫ÉãŸG2

�شفر

�س2 - �س - 2
�س + 1 �س3 - 3�س - 2

- �س2 - 3�س - 2
- �س2 - �س

- 2�س - 2
- 2�س - 2

�س3 + �س2
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حلل القترانين الآتيين اإلى عواملهما الأولية:
2 ( ل )�س( = �س3 - 64 1 ( ق )�س( = �س3 + �س2 - 12  

(1)�لتدريب

حلل القتران ق )�س( =  2�س3 + �س2 - 3�س اإلى عوامله الأولية.
�لحل

لحِظ اأن الحد الثابت في القتران ق ي�شاوي �شفرًا؛ لذا فاإنه يُنظر اإلى �س بو�شفها عاملًا م�شتركًا. 
∴ القتران ق )�س( = 2�س3 + �س2 - 3�س = �س)2�س2 + �س - 3(.

والآن، يتعين اإيجاد المميز للمقدار 2�س2 + �س - 3:
المميز= ب2 - 4 اأج�

0 > 25 = )3-( × 2 × 4 - 2)1( =         

∫ÉãŸG3

بما اأن قيمة الباقي ت�شاوي �شفرًا، فاإن:
)�س2 - �س - 2( هو عامل اآخر من عوامل القتران ق.

�س3 - 3�س - 2 = )�س + 1()�س2 - �س - 2(.
لمعرفة اإذا كان المقدار )�س2 - �س - 2( يحلل اأم ل، يتعين اإيجاد قيمة المميز:

المميز = ب2 - 4 × اأ × ج� 
 0 > 9 = 2 - × 1 × 4 - 2)1-( =        

اأي اإن �س2 - �س - 2 لي�س عاملًا اأوليًّا؛
�س2 - �س - 2 = )�س + 1()�س - 2(

∴ ق )�س( = �س3 - 3�س - 2 = )�س + 1()�س - 2()�س + 1(
= )�س + 1(2)�س �� 2(     

19



حلل القتران ق )�س( = �س3 - �س2 + 4�س اإلى عوامله الأولية.
(2)�لتدريب

حل الم�شاألة الواردة في بداية الدر�س.
(3)�لتدريب

بما اأن المميز <0؛ لذا فاإن هذا المقدار قابل للتحليل اإلى عوامله الأولية:
2�س2 + �س - 3 = )2�س + 3()�س - 1(

∴ ق )�س( = �س )2�س + 3()�س - 1(

20
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حلل كلاًّ من القترانات الآتية اإلى عواملها الأولية:  )  1
(  ق )�س( =  �س3 - 3�س2 - 4�س + 12 اأ 

ل )�س( = 2�س3 - 54 ب ( 
م )�س( = �س3 - 3�س2 - 6�س + 8  ) ج� 

و)�س( = �س3 - 9�س  د   ( 

ر اإجابتك. هل يمكن اأن يكون لقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة اأربعة عوامل اأولية ؟ برِّ  )  2
اأعطِ مثالً على اقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة له عاملان اأوليان فقط.   )  3

اإذا كان حجم متوازي م�شتطيلات يعطى بالقتران ح الذي قاعدته ح)�س( = �س3 - 3�س2 - �س + 3   )  4
متر مكعب، وكان بُعْده الأول )�س - 1( متر، وبُعْده الثاني )�س + 1( متر، فجد بُعْده الثالث 

بدللة �س.
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تميز التعبير الن�سبي من غيره من التعابير الجبرية.  
تكتب �سيغًا مكافئةً للتعابير الن�سبية.  

التعابير الن�سبية الف�سل الثاني

النتاجات

Rational Expressions

ما ن�سبة الم�ساحة المظللة اإلى الم�ساحة الكلية في ال�سكل الآتي؟

لحِظ اأن الب�سط والمقام للمقادير الجبرية في الفرعين: )1(، و)2( هما من كثيرات الحدود، واأن 
مقام المقدار الجبري في الفرع )3( لي�س كثير حدود، واأن ب�سط المقدار الجبري في الفرع )4( لي�س كثير 

حدود، فما �سبب ذلك؟ 
ي�سمى كلٌّ من المقدارين الجبريين في الفرعين: )1(، و)2( تعبيًرا ن�سبيًّا، ول يُعَدُّ المقدار الجبري في 

الفرعين: )3(، و)4( تعبيًرا ن�سبيًّا.

�س + 5

�س + 2

�س + 1

تاأمل الب�سط والمقام لكلٍّ من المقادير الجبرية الآتية:

�س2 - 4�س + 3 ،  �س ≠ 3
2�س - 6  ) 2 ـ 1   �س3 - �س ،   �س ≠ ـ

�س + 1  ) 1
 

 ،  �س ≠ 2،0
5�س0.2

�س2 + 2�س  ) 4 �س7 - 6�س ،   �س < 0   
7�س  ) 3
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يمكن كتابة التعبير الن�سبي الذي يحوي عوامل م�ستركة بين ب�سطه ومقامه ب�سيغة اأخرى مكافئة، 
في اأب�ســط �ســورة، عن طريق تحليل كلٍّ من الب�ســط والمقام اإلى عوامله الأولية، واخت�سار العوامل 

المت�سابهة.

اكتب �سيغًا مكافئةً لكل تعبير ن�سبي مما ياأتي في اأب�سط �سورة:
�س3 - 8
2�س - 4  ) 2 �س2 - 5�س + 4   

�س2 - 16  ) 1

الحل

�س - 1
�س + 4   =  

)�س - 1()�س - 4(
)�س - 4()�س + 4( �س2 - 5�س + 4  =  

�س2 - 16  ) 1

لحظِ اأن الب�سط والمقام هما من العوامل الأولية التي ل يمكن تحليلها؛ لذا يكون التعبير الن�سبي 
في اأب�سط �سورة.

�س2 + 2�س + 4
2   =  

)�س - 2()�س2 + 2�س + 4(
2 )�س - 2( �س3 - 8  =  

2�س - 4  ) 2

لحظِ اأن الب�سط هو عبارة تربيعية قيمة المميز فيها �سالبة؛ لذا فهي عامل اأولي ل يمكن تحليله.

∫ÉãŸG1

اكتب �سيغًا مكافئةً لكل تعبير ن�سبي مما ياأتي في اأب�سط �سورة:
27 - �س3
6 - 2�س  ) 2 �س2 - 7�س + 10   

�س2 - 4  ) 1

)1)التدريب
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الحل
�س)�س - 2()�س - 1(

)�س - 1()�س + 1( �س3 - 3�س2 + 2�س  =  
�س2 - 1  ) 1

�س)�س - 2(
)�س + 1(   =              

اأولية لأن قيمة المميز فيها �سالبة،  الب�سط هو عبارة تربيعية  اأن المقدار )�س2 + 5( في  2 ( لحِظ 
كذلك المقدار )4�س( في المقام هو عامل اأولي، وهذا يعني اأن التعبير الن�سبي في اأب�سط �سورة.

اكتب �سيغًا مكافئةً لكلٍّ من التعابير الن�سبية الآتية في اأب�سط �سورة:
�س3 - �س2 - 7�س + 7 

�س2 + �س - 2   ) 2 �س2 - 4�س + 3    
�س2 - 9  ) 1

�س3 + 2�س2 + 1
�س + 3  ) 4 �س - 2   

3 ( �س3 - 3�س2 + 4�س - 4 

 �س - 2
4- �س2   ) 6 �س2 - �س - 2    

2 - �س  ) 5

)))التدريب

اكتب �سيغًا مكافئةً لكل تعبير ن�سبي مما ياأتي في اأب�سط �سورة:
�س2 + 5

4�س  ) 2 �س3 - 3�س2 + 2�س   
�س2 - 1   ) 1

∫ÉãŸG(
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اأيّ التعابير الآتية يُعَدُّ تعبيًرا ن�سبيًّا، مُبيِّنًا ال�سبب:  )  1

5�س2 - 12�س 
2�س3 + 4 اأ   ( 

�س - 2 
�س + 3 ب( 

 
�س3 + �س-0.8

4 + �س جـ( 

2�س
�س3 + 3

د  ( 

اكتب �سيغًا مكافئةً لكلٍّ من التعابير الن�سبية الآتية في اأب�سط �سورة:  )  2

اأ   ( 

ب(  

جـ( 

�س3 - 2�س2 - �س +2د  (  
�س2 - 5�س + 6

�س3 + 2�س
�س

2�س - 8
64 - �س3

)�س - 3()�س + 2(
3�س2 - 12
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ت�ستخدم التكنولوجيا في تمثيل اقتران كثير الحدود.  
تتعرف خ�سائ�س القترانات كثيرات الحدود.  

ر�سم كثيرات الحدود الف�سل الثالث

النتاجات

Graphing Polynomials

.)Excel( س2 - 4�س + 5 يدويًّا، ثم ار�سمه با�ستخدام برمجية اإك�سل� = )ار�سم منحنى القتران ق )�س
الحل

ر�سم منحنى الاقتران يدويًّا

القتران ق كثير حدود من الدرجة الثانية، ومنحناه يمثل قطعًا مكافئًا، والإحداثي ال�سيني لراأ�س 
، وي�ساوي: - معامل �س

2 × معامل �س2 القطع هو: 

2 = )4-(-
1 × 2

اأن�سئ جدولً لقيم �س و �س الناتجة من تعوي�س قيم �س في القتران ق، بحيث يكون الإحداثي   )1(
ال�سيني لراأ�س القطع في المنت�سف كما في الجدول الآتي:

∫ÉãŸG1
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01234�س
52125�س = ق )�س(

ل  ار�سم الم�ستوى الإحداثي على ورقة الر�سم البياني، ثم مثِّل الأزواج المرتبة عليه، ثم �سِ  )2(
بينها بخط منحنٍ اأمل�س كما في ال�سكل )1-1(.

ال�سكل )1-1(.

ال�سكل )2-1(.

(Excel( ر�سم منحنى الاقتران با�ستخدام برمجية اإك�سل
يمكن ا�ستخدام برمجية اإك�سل لر�سم القتران ق )�س( = �س2 - 4�س + 5، وذلك باتباع الخطوات 

الآتية:
افتح برمجية اإك�سل من قائمة البرامج، فتظهر النافذة كما في ال�سكل )2-1(.  )1(

¢S

¢U

0

1

11-

     2

     2

3

3

4

5

4 5 6 7
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ال�سكل )3-1(.
�سع الموؤ�شر في الخلية )B1(، واكتب فيها قاعدة القتران على النحو الآتي:  )4(

،= )A1^2 - 4 * A1 + 5 (
ثم ا�سغط على زر الإدخال، فيظهر الناتج في الخلية،
.)B( ثم ان�سخ محتوى الخلية اإلى بقية الخلايا في العمود

ظلِّل العمودين )A(، و)B(، ثم اختر خيار )اإدراج مخطط(،   )5(
ومنه اختر )�س �س مبعثر( كما في ال�سكل )4-1(.

 ،)A1( الخلية  في  الموؤ�شر  و�سع   ،)A العمود  )ليكن  عمودًا  اختر   )2(
في  الموؤ�شر  �سع  ثم   ،)0( وهي  �س  للمتغير  الأولى  القيمة  واكتب 

الخلية )A2(، واكتب القيمة الثانية للمتغير �س وهي )1(. 
ظلِّل الخليتين، ثم ا�سحب الموؤ�شر اإلى الأ�سفل حتى تظهر اآخر قيمة   )3(

للمتغير �س وهي )4( كما في ال�سكل )3-1(.

ال�سكل )4-1(.

A1 = �س في قاعدة القتران.

اإ�سارة ^ تعني اأ�س.
اإ�سارة * تعني ال�شرب بالن�سبة 

اإلى العملية.

تعلَّم
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ا�ستخدم برمجية اإك�سل في ر�سم منحنى القتران ق )�س( = �س3 + 1
الحل

 ،)B1( في الخلية = ) A1 ^ 3 + 1( وكتابة المعادلة ،)باتباع الخطوات ال�سابقة في المثال رقم )1
يكون التمثيل البياني للاقتران ق كما في ال�سكل )1 - 6(.

∫ÉãŸG(

ال�سكل )6-1(.

ال�سكل )5-1(.

انقر زر موافق )OK(، فيظهر التمثيل البياني للاقتران كما في ال�سكل )1 - 5(.  )6(
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يمثل ال�سكل )1-7( منحنى كثير الحدود ق )�س( = �س2 - 1، تاأمله، ثم اأجب عن الأ�سئلة التي تليه:
∫ÉãŸG3

ا�ستخدم برمجية اإك�سل في ر�سم القترانات الآتية:
1 ( ق )�س( = �س2 - 1

2 ( ل )�س( = �س3 - 6�س + 8
3 ( ع )�س( = 2�س - 6

4 ( م )�س( = - 5

)1)التدريب

ة يمكن ا�ستنتاجها من المثال الآتي. يتميز القتران كثير الحدود بخ�سائ�س عدَّ

ال�سكل )7-1(.

ما مجال القتران ق؟  ) 1
ما مدى القتران ق؟  ) 2

اأين يقطع القتران ق محور ال�سادات؟ ما علاقة ذلك بالحد الثابت من القتران ق؟  ) 3
اأين يقطع القتران ق محور ال�سينات؟ ماذا ت�سمى هذه القيم؟  ) 4

هل منحنى القتران ق مت�سل )اأي يمكن ر�سمه من دون انقطاع(؟  ) 5
30



ار�سم منحنى القتران ل )�س( = �س2 + 2�س - 5 با�ستخدام برمجية اإك�سل، ثم ا�ستخدم الر�سم 
لتحديد خ�سائ�سه.

)))التدريب

الحل
مجال القتران ق هو مجموعة الأعداد الحقيقية ح.  ) 1

مدى القتران ق هو �س ≤ -1، لماذا؟  ) 2
�س  تعوي�س  عند  ذلك  ويحدث   ،1-  = �س  عند  ال�سادات  محور  ق  القتران  منحنى  يقطع   ) 3

بالعدد �سفر في قاعدة القتران ق؛ اأي اإن:
ق )0( = - 1، وهو نف�سه الحد الثابت في القتران ق.

اأ�سفارًا  القيم  هذه  وت�سمى   ،1-  = �س   ،1  = �س  عندما  ال�سينات  محور  ق  القتران  يقطع   ) 4
للاقتران، ويمكن اإيجادها عن طريق م�ساواة القتران ق بال�سفر، وحل المعادلة الناتجة.

منحنى القتران ق مت�سل على مجاله.  ) 5
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ال�سيني،  والمقطع  ومداها،  مجالها،  واإيجاد  الآتية،  القترانات  ر�سم  في  اإك�سل  برمجية  ا�ستخدم   )  1
والمقطع ال�سادي لكلٍّ منها:

ق )�س( = �س3 - 1  ) اأ 
ك )�س( = 125 - �س3  ) ب 

ل )�س( = 2�س2 - �س + 1  ) ج ـ
1 + ن )�س( = 4�س3 - 3�س2 - �س  ) د 

ع )�س( =  7 - �س  ) ه ـ
م )�س( = - 2  ) و 

قطعة اأر�س م�ستطيلة ال�سكل، بُعْداها )2�س + 1( متر، )�س + 3( متر. ار�سم القتران الذي يمثل   )  2
م�ساحتها، والقتران الذي يمثل محيطها با�ستخدام برمجية اإك�سل.

يمثل ال�سكل )1 - 8( ر�سمًا بيانيًّا لمنحنى القتران ع )�س( = 4 - �س2، ادر�سه، ثم حدد خ�سائ�سه.  )  3

ال�سكل )8-1(.
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تحل متباينة غير خطية ذات متغير واحد.  

المتباينات غير الخطية  الف�سل الرابع

النتاجات

NonLinear Inequalities

وجد �ساحب محل لبيع الحقائب المدر�سية اأن الربح الناتج من بيع �س من الحقائب يعطى بالقتران:
ر)�س( = �س2 - 10�س دينار. ما عدد الحقائب اللازم بيعها حتى يحقق �ساحب المحل ربحًا؟

 ،)≥  ، ≤  ، > الآتية: )> ،  الرموز  اأحد  المتباينة هي جملة مفتوحة تحوي  اأن  �سابقًا  تعرفت 
ا كيفية حل المتباينة الخطية ذات المتغير الواحـد مثل )2�س + 4 ≥ 6(، و�ستتعــرف  وتعرفت اأي�سً
مثــل:  الـواحـــد  المتغير  الثانيــة( ذات  الدرجــة  المتباينـــة غير الخطيــة )من  الدر�س حل  في هذا 

)�س2 - 11�س + 30 ≥ 0(، و)�س2 - 7�س < 0(. 

يمكن حل متباينة غير خطية ذات متغير واحد باتباع الخطوات الآتية:
كتابة المعادلـة المرافقـة للمتباينـة ب�سورتهـا القيا�سيـة:  )  1

ال�سورة القيا�سية للمعادلة التربيعية هي: اأ�س2 + ب �س + جـ = 0
وللمعادلة التكعيبية هي: اأ�س3 + ب �س2 + جـ �س + د = 0

تحليل العبارة التربيعية اأو التكعيبية اإلى عواملها الأولية، ثم درا�سة اإ�سارة كل عامل على حِدَة،    )  2
يلي ذلك درا�سة اإ�سارة المعادلة كلها، وتحديد الفترة التي تحقق حل المتباينة.

جد مجموعة الحل لكلٍّ من المتباينات الآتية:
�س2 - 7�س + 10 ≥ �سفر  )  1

�س2 - 6�س + 9 > �سفر  )  2
�س2 + 2�س < - 3  )  3

∫ÉãŸG1
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الحل
�س2 - 7�س + 10=0   ) 1

قيمة المميز )ب2 - 4اأجـ( = ) - 7(2 - 4 × 1 × 10= 9 < 0
∴ يمكن تحليل العبارة التربيعية �س2 - 7�س + 10 اإلى عواملها الأولية:

�س2 - 7�س + 10 = )�س - 2()�س - 5(، ثم درا�سة اإ�سارة )�س - 2(، و)�س - 5(؛ كلٌّ على 
حِدَة، ثم درا�سة الإ�سارة لحا�سل �شربهما: )�س2 - 7�س + 10(.

 + + + + + + +- - - - -
2 ∞-∞

+ + + +- - - - - - - - - -
5 ∞-∞

+ + + ++ + + + - - - -
52 ∞-∞

قيم �س

قيم �س

قيم �س

اإ�سارة )�س - 2(

اإ�سارة )�س - 5(

اإ�سارة )�س2 - 7�س + 10( = )�س-2()�س-5(

لحِظ اأن �س2 - 7�س + 10 ≥ �سفر عندما �س ∋ ]2، 5[.
∴ مجموعة حل المتباينة هي الفترة ] 5،2[.

�س2 - 6�س + 9 = �سفرًا.  ) 2
بح�ساب مميز العبارة التربيعية )ب2 - 4 × اأ × جـ(، فاإن قيمته ت�ساوي:

 0 = 9 × 1 × 4 - 2)6-(
∴ العبارة التربيعية �س2 - 6�س + 9 قابلة للتحليل، ولها جذران مت�ساويان، وتكون اإ�سارة 

القتران هي اإ�سارة معامل �س2 نف�سها:
�س2 - 6�س + 9 = )�س - 3()�س - 3( = )�س - 3(2

ا موجبة. بما اأن اإ�سارة معامل �س2 موجبة، فاإن اإ�سارة �س2 - 6�س + 9 اأي�سً
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∞

 + + + + +  + + + + +
3 ∞-∞

-∞

 + + + + + + + + + +

لحِظ اأن �س2 - 6�س + 9 ≤ 0 لقيم �س جميعها، ولهذا فاإن مجموعة حل المتباينة  
. �س2 - 6�س + 9 > 0 هي 

�س2 + 2�س < - 3  �س2 + 2�س + 3 < 0  ) 3
�س2 + 2�س + 3 = 0

بما اأن مميز المعادلة = - 8 )�سالب(، فاإن العبارة التربيعية �س2 + 2�س + 3 غير قابلة للتحليل، 
وتكون اإ�سارتها مماثلة لإ�سارة معامل �س2.

ا موجبة. لحِظ اأن اإ�سارة معامل �س2 موجبة، ولهذا فاإن اإ�سارة �س2 + 2�س + 3 اأي�سً

يتبين مما �سبق اأن �س2 + 2�س + 3 <0لقيم �س جميعها، ولهذا فاإن مجموعة حل المتباينة هي 
الفترة )-∞، ∞(، اأو مجموعة الأعداد الحقيقية ح.

جد مجموعة الحل لكلٍّ من المتباينات الآتية:
1 ( 2�س2 - 2�س ≥ �س2 - 8

2 ( �س2 > 5�س - 6
3 ( 4�س + 1 ≤ - 4�س2

)1)التدريب

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.
 )))التدريب

قيم �س

قيم �س

اإ�سارة )�س2 - 6�س + 9(

اإ�سارة )�س2 + 2�س + 3(
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اأعطِ مثالً على متباينة غير خطية ذات متغير واحد.  )  1

اإذا كان �س3 + 1 ≥ �س2 + 19، هل �س = 3 تنتمي اإلى مجموعة حل هذه المتباينة؟  )  2

اكتب المتباينات الآتية بال�سورة القيا�سية:  )  3
5�س2 - �س ≥ 10  ) اأ 

�س3 ≤ 9�س + 1  ) ب 
�س2 + 2�س ≥ �س + 2  ) ج ـ

جد مجموعة الحل لكلٍّ من المتباينات الآتية:  )  4
�س2 - 9�س + 20 > �سفر  ) اأ 

�س2 - 8�س ≥ - 16  ) ب 
�س2 + 4�س < - 6  ) ج ـ

وجد محل اأحذية ريا�سية اأن اقتران الإيراد الكلي الناتج من بيع �س من القطع هو:  )  5
د )�س( = 4�س2+ 6�س،

واأن اقتران التكلفة الكلية هو:
ك )�س( = �س2+ 12�س

جد عدد القطع التي يمكن للمحل اأن يبيعها ليحقق ربحًا.

IóMƒdG á∏Ä°SCG
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ا�ستخدم نظرية الباقي والعامل في اإيجاد باقي ق�سمة القتران ل على القتران م لكلٍّ مما ياأتي:  )  1
م )�س( = �س + 1  ، ل )�س( = 2�س4 - �س - 3   ) اأ 

م )�س( = 3�س - 9  ، ل )�س( = - 3�س3 + 3�س - 4   ) ب 

ا�ستخدم نظرية الباقي والعامل في تحديد اإذا كان القتران م عاملًا من عوامل القتران ق لكلٍّ   )  2
مما ياأتي:

م )�س( = �س - 2  ، ق )�س( = 2�س2 - 4�س + 2   ) اأ 
م )�س( = 2�س + 6  ، ق )�س( = - 2�س3 + 5�س -3  ب ( 

اكتب قاعدة اقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة اإذا كانت عوامله:  )3
)�س - 2( ، )3�س - 4( ، )3 + �س(.   

اكتب قاعدة القتران كثير الحدود من الدرجة الثانية اإذا كانت عوامله )�س-1(، )�س+3(،   )  4
علمًا باأن ق)0( = -6

حلِّل كلاًّ من القترانات الآتية اإلى عواملها الأولية:  )  5
ق )�س( =  �س3 - �س2 - �س + 1  ) اأ 

ل )�س( = 2�س3 - 16  ) ب 
م )�س( = �س3 - 3�س2 + 4   ) ج ـ

اأيّ التعابير الآتية يُعَدُّ تعبيًرا ن�سبيًّا، مُبيِّنًا ال�سبب:  )  6

ـ 2 2�س-0.4 - �س ،    �س ≠ ـ
2�س + 4   ) اأ 

ـ3 �س - 2 ،    �س ≠ ـ
�س + 3 ب ( 

اكتب �سيغًا مكافئةً لكلٍّ من التعابير الن�سبية الآتية في اأب�سط �سورة:  )  7
�س3 - �س2 - 18 
�س2 - 7�س + 12   ) اأ 

IóMƒdG á∏Ä°SCG
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2�س - 4  
ب ( �س3 + �س2 - 12

2 - �س 
�س2 - 7�س + 10 جـ ( 

ا�ستخدم برمجية اإك�سل في ر�سم القترانات الآتية:  )  8
ق )�س( = �س3  ) اأ 

( ل )�س( = �س2 - 2�س ب 
ع )�س( =  5 - �س  ) ج ـ

هـ )�س( =  �س3 - 8  ) د 

جد مجموعة الحل لكل متباينة مما ياأتي:  )  9
�س2 - �س + 5> �سفر  ) اأ 

�س2 - �س ≥ 6  ) ب 
�س2 - 2�س ≤ -1  ) ج ـ

تقدم �شركة مبيعات للاأجهزة الطبية لمندوبيها عر�سين للاأجور ال�سهرية، فاإذا كان عدد القطع   )10
التي يبيعها المندوب هو �س من القطع �سهريًّا، فاإن العر�س الأول يعطى بالقتران:

ع1 )�س( = �س2 - 20�س + 150 دينار
ا العر�س الثاني فيعطى بالقتران: اأمَّ

ع2 )�س( = 7�س + 100 دينار

متى يكون العر�س الأول اأف�سل من العر�س الثاني؟

يتكون هذا ال�سوؤال من خم�س فقرات من نوع الختيار من متعدد، لكل فقرة اأربعة بدائل،   )11
واحد منها فقط �سحيح. �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:
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باقي ق�سمة ق)�س( = 2�س3 - 3�س على ل )�س( = 2�س - 4 هو:  )1(
ب (10 اأ   ( 22      
د ( - 4 جـ ( 2      

المقدار �س - 1 هو عامل من عوامل القتران:  )2(
ب( ق)�س( = �س3 + 1  اأ   ( ق)�س( = �س3 - 1   
د  ( ق)�س( = �س3 + 8 جـ( ق)�س( = �س2 + 1   

العوامل الأولية للاقتران ق )�س( = �س3 - 1 هي:  )3(
ب( )�س - 1( )�س2 + �س + 1( اأ   ( )�س - 1( )�س2 - 2(  

د  ( �س )�س - 1( جـ( �س )�س2 - 2(   
حل المتباينة  �س2 -2 �س ≥ 3 هو:  )4(

ب( ]-1، 3[ اأ  (  )-1، 3(    
)∞ ،3[ U ]1- ،∞-( )  د جـ( ]3، ∞(    

قيمة �س التي تمثل اأحد حلول المتباينة �س2 + �س < 2 هي:  )5(
ب( �سفر اأ  (  1      

د  ( 2 جـ( -1      
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تدخل الريا�سيات في درا�سة الكثير من العلوم، مثل: الفيزياء، والكيمياء، والطب، والهند�سة، 
والعلوم الإن�سانية، وي�ستفاد منها عن طريق الربط بين المتغيرات وفق قواعد وعلاقات ت�ساعد على 
التنبوؤ بحدث قادم، ويطلق على هذه القواعد ا�سم القترانات التي تُعَدُّ من مو�سوعات الريا�سيات 

المهمة؛ نظرًا اإلى حاجة العلوم الأخرى اإليها.

الاقترانات الوحدة
الثانية

2



يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على: 

Functions

تعرف بع�ض القترانات، مثل:  
- القترانات الحقيقية. 
- القترانات المت�سعبة.

- اقترانات القيمة المطلقة. 
تمثيل القترانات المت�سعبة واقترانات القيمة المطلقة بيانيًّا.  

اإظهــار فهم لعمليــة تركيب القترانات وا�ســتخدامها في اإيجـاد   
القتران العك�سي لقتران خطي.

ا�ستخــدام القترانــات الخا�ســة في النمذجـة وحــل الم�سائل في   
ة، مُبرِّرًا الحل. مواقف حياتية عدَّ



يمثل الجدول الآتي بع�ض قيم القتران ق )�ض(= �ض2 + 1 

تجد المجال والمدى لبع�ض القترانات الحقيقية، وتمثلها بيانيًّا.  

الاقتران الحقيقي الف�صل الاأول

النتاجات

Real Function 

∫ÉãŸG

0123�ض
12510ق )�ض(

الحل
مجال القتران ق،  ∊لحِظ اأن مجموعة الأعداد: {0، 3،2،1 }  

 ∊ مدى القتران ق.10،5،2،1}{واأن مجموعة الأعداد:

1

يطلق على مجـموعة الأعداد التي يمكن تعوي�سها بدل �ض في اأيّ اقتران ا�سم مجـال القتران، في حين 
تعرف مجـموعة الأعداد الناتجـة من التعوي�ض )اأي قيم �ض( با�سم مدى القتران. وال�سكل )2-1( يمثل 

المجـال والمدى لمنحنى القتران ق )�ض(.

ق )�ض(

يتحرك جـ�سيم في خط م�ستقيم، بحيث تعطى �سرعته وفق العلاقة الآتية: 
ن: الزمن بالثواني.  ع)ن( =    2 ن - 6  م/ث، حيث:   

ع: �سرعة الجـ�سيم.                
كيف يمكن تحديد مجـال العلاقة ع )ن(؟
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دًا مجـاله ومداه. اإذا كان ق )�ض( = �ض2 +2�ض+1، فار�سم منحنى القتران ق، مُدِّ
الحل

الإحداثي ال�سيني لراأ�ض القطع المكافئ هو: 

الإحداثي ال�سادي لراأ�ض القطع المكافئ هو:
�ض= ق )-1( = )-1(2 + 2 )-1( +1 =0

 ∴ راأ�ض القطع هو النقطة )-1، 0(.
يمكن اختيار النقطتين )0 ، ق )0((، و)-2، ق )-2(( لر�سم منحنى القتران ق.

∫ÉãŸG2

-ب�ض= 
2اأ

2-
2 ==1-

ق )�ض( = �ض2 +2�ض+1
-2-01�ض

101ق )�ض(

ال�سكل )1-2(.

يتبين مما �سبق اأن المجال هو مجموعة الأعداد 
الحقيقية ح.

 ∴ المدى هو:  
= ] 0، ∞ (.  =�ض: �ض ≤ ق{

لحِظ اأن ال�سكـل )2-1( يبين اأن للاقتـران ق قيمة �سغرى عند �ض = -1، هي ق )-1( = 0

-ب
2اأ (){{ �ض: �ض ≤ 0{

الاقتران الحقيقي
ي�سمى القتران ق اقتراناً حقيقيًّا اإذا كان مجـاله مجـموعة الأعداد الحقيقية ح اأو مجـموعة جـزئية 

منها، ومداه مجـموعة الأعداد الحقيقية ح اأو مجـموعة جـزئية منها.
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، فما مجـاله؟ وما مداه؟ �ض- 1 اإذا كان القتران ق )�ض( = 
الحل

المجـال هو مجـموعة حل المتباينة  �ض-1 ≤ 0
�ض-1 = 0               )تحويل المتباينة اإلى معادلة(

�ض= 1                )حل المعادلة(
                ) درا�سة اإ�سارة المقدار �ض-1(

∫ÉãŸG

اإذا كان ق )�ض( = 4- �ض2:
ار�سم منحنى القتران ق.  -1

جـد اأكبر قيمة للاقتران ق من الر�سم.  -2
د مجـال القتران ق ومداه من الر�سم. حدِّ  -3

)1)التدريب 

اقترانات الجذور
 اإذا كان ق )�ض( =    هـ )�ض(  ، فاإن مجال القتران ق هو مجموعة حل المتباينة هـ )�ض( ≤ 0، 
واإن مدى القتران ق هو مجموعة ال�سور الناتجة من تعوي�ض قيم �ض في قاعدة القتران ق )�ض(.

3

ال�سكل )2-2(.

ق )�ض(

�ض-1 يكون موجبًا اأو �سفرًا في الفترة ]1، ∞(، ولهذا فاإن مجال القتران ق )�ض( هو: ]1، ∞(،
 واإن مدى ق هو: 

ويكون تمثيله البياني كما في ال�سكل )2-2(.

في ما ياأتي بيان لكلٍّ من المجـال والمدى لقترانات الجـذور، والقترانات الن�سبية والك�سرية. 

0 - - - -
1 ∞∞-

+++++++++

{ = ]0، ∞(،�ض: �ض ≤ 0{
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، فما مجـاله؟ 4- �ض2 اإذا كان القتران ق )�ض( =  
الحل

المجـال هو مجـموعة حل المتباينة  4 - �ض2 ≤ 0
4 - �ض2 = 0             )تحويل المتباينة اإلى معادلة(

�ض2 = 4             )حل المعادلة التربيعية �ض2 = 4(
�ض  = ±2             ) اأخذ الجذر التربيعي للطرفين(

              

∴ مجال ق )�ض( هو: ]-2 ، 2[.         

اإذا كان القتران ق )�ض( =    -�ض - 1، فما مجـاله؟ وما مداه؟
الحل

مجـال القتران ق هو ح، ومداه هو ح.         )لماذا؟(

∫ÉãŸG

∫ÉãŸG

4

5

هـ )�ض( ؟ لماذا و�ضع ال�شرط هـ )�س( ≤0 عند تحديد مجـال القتران ق )�ض(= 
ر فكِّ

0- - -  - - -
2- ∞∞-

0+++
2

اإذا كان ق)�ض( =    1+ �ض2 ، فما مجال ق )�ض(؟
   )2(التدريب

فاإن مجال القتران ق هو مجموعة  ، وكان هـ )�ض( كثير حدود،  هـ )�ض(3 اإذا كان ق )�ض( =  
الأعداد الحقيقية ح، ومداه مجموعة الأعداد الحقيقية اأو مجموعة جزئية منها.

3

4 - �ض2 بطريقة اأخرى؟ جد مجـال القتران ق )�ض(= 
ر فكِّ

)درا�سة اإ�سارة المقدار 4 - �ض2 عن طريق 
التعوي�ض في قيم  لـ �ض في كل فترة(
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اإذا كان ق )�ض( =    هـ )�ض( ، وكان هـ )�ض( كثير حدود، فما مجال القتران ق عندما تكون ن:
• عددًا زوجيًّا.

• عددًا فرديًّا.

ر فكِّ

د المجال والمدى. اإذا كان ق)�ض( =    1- �ض    ، فجد ق )9(، ثم حدِّ
   )3(التدريب  

3

تاأمل الب�سط والمقام لكلٍّ من القترانات الآتية: 
�ض3 - �ض 
�ض + 1  1( ق )�ض( =

�ض7 - 6�ض 
7�ض-0.2 3( هـ )�ض( =

�ض2 - 4�ض  + 3
2�ض - 6  2( ل )�ض( =

1
4 5�ض

�ض2 - 2�ض  4( م )�ض( =

لحِظ اأن الب�سط والمقام للاقترانين: ق، ل هما من كثيرات الحدود، واأن مقام القتران هـ لي�ض كثير 
حدود، واأن ب�سط القتران م لي�ض كثير حدود، لماذا؟ 

يطلق على كلٍّ من القترانين: ق، ل ا�سم القتران الن�سبي، وذلك خلافًا للاقترانين: ك، م؛ فهما ل 
يمثلان اقترانًا ن�سبيًّا.

الاقتران الن�سبي
ي�سمى القتران ق )�ض( =      ، ل )�ض( ≠ 0 اقترانًا ن�سبيًّا اإذا كان كلٌّ من القترانين: 

هـ، ل كثير حدود.

هـ )�ض(
ل )�ض(

ن

الاقترانات الن�سبية
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اأيّ القترانات الآتية يُعَدُّ اقترانًا ن�سبيًّا، مُبيِّنًا ال�سبب:
∫ÉãŸG6

مجال الاقتران الن�سبي هو { مجال الب�سط ∩ مجال المقام } - { اأ�سفار المقام }.

∫ÉãŸG7

3�ض - 5 
�ض3 + 2�ض 2( هـ )�ض( =

3�ض + 1 اإذا كان القتران ق )�ض( =              ، فما مجـاله؟ 
�ض2 - 4

 �ض 
�ض2 + 5�ض  + 6 ، �ض ≠ -3، �ض ≠ -12( ق )�ض( =

، �ض ≠ 0
الحل

1( القتران ق)�ض( لي�ض اقترانًا ن�سبيًّا؛ لأن ب�سطه لي�ض كثير حدود.
2( القتران هـ )�ض( هو اقتران ن�سبي؛ لأن كلاًّ من الب�سط والمقام فيه كثير حدود، ومقامه ل ي�ساوي �سفرًا.

الحل
لإيجـاد مجـال القتران ق)�ض(، اأجـب عن الأ�سئلة الآتية:

ما نوع القتران ق؟ لماذا؟  )1
ما مجـال 3�ض + 1؟  )2
ما مجـال �ض2 - 4؟  )3

ما القيم التي تجـعل �ض2 – 4 = 0؟  )4
هل يمكن اإيجاد قيمة ق)2( ؟ لماذا؟  )5

هل يمكن اإيجاد قيمة ق)-2(؟ لماذا؟  )6
جد قيمة: ق )0(، ق )1(، ق )-3(.  )7

∴ مجال ق )�ض( هو: ح ∩ ح - { -2 ، 2 } = ح - { -2 ، 2 }.

لماذا ا�ستُثنِيت اأ�سفار المقام من )مجـال الب�سط ∩ مجـال المقام(؟
ر فكِّ
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∫ÉãŸG8

د مجـال القتران ق )�ض(. ، فحدِّ اإذا كان ق )�ض( =     
الحل

مجال الب�سط = مجال )�ض(  = ح
مجال المقام = مجال )�ض+1(  = ح

اأ�سفار المقام = { �ض: �ض+1= 0 }  �ض = -1
لهذا يكون مجال ق )�ض(: ح - {اأ�سفار المقام}؛ اأي اإن مجال ق )�ض( هو ح - {-1}.

�ض  
�ض + 1

∫ÉãŸG9

د مجـال القتران ق )�ض(. اإذا كان ق )�ض( =     ، فحدِّ
الحل

مجال الب�سط = ح
مجال المقام = ح

اأ�سفار المقام = { �ض: �ض2-4�ض + 3 = 0 }، ومنه { �ض: )�ض-3( )�ض - 1( = 0 } 
ومنه �ض = { 1 ،3 } 

∴ مجال ق )�ض( هو: ح - { اأ�سفار المقام }.
=ح - { 3،1 }     

  3-
�ض2 - 4�ض +3

اإذا كان ق )�ض( =                 

)4(التدريب
�ض2  - 1
د مجال القتران ق )�ض(.�ض  + 5 ،  فحدِّ
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∫ÉãŸG10

اإذا كان ق )�ض( =      ، فما مجـاله؟
الحل

�ض   .  ق)�ض( اقتران ك�سري، ولي�ض اقترانًا ن�سبيًّا؛ لأن ب�سطه 
لحِظ اأن مجال الب�سط = ]0،∞(، لماذا؟ ومجـال المقام = ح، لماذا؟

اأ�سفار المقام : {-5 ، 5}.
∴ مجـال القتران ق)�ض( هو: ح  ∩ ]0،∞( - {-5 ، 5}

.{5 } - )∞،0[ = {5 ، 5-} - )∞،0[ =

�ض  
�ض2 -25

لماذا ا�ستُثنِيت �ض = -5 من ال�سورة النهائية لمجال القتران ال�سابق؟
ر فكِّ

اإذا كان هـ )�ض( =                       :

د مجال هـ )�ض(. 1( حدِّ
2( جد: هـ )-5(، هـ )0(، هـ )5(.

)5(التدريب
 �ض  + 5 

�ض2  + 1

الاقتران الك�سري
ي�سمى القتران ق )�ض( =      ، ل )�ض( ≠ 0 اقترانًا ك�سريًّا عندما يكون اأحد القترانين: 

هـ )�ض(، ل )�ض( على الأقل لي�ض كثير حدود.

هـ )�ض(
ل )�ض(

�ض    3
�ض2 - 4�ض +3

1+
�ض   ، هـ )�ض( = 

�ض -4 ق )�ض( = 

لحِظ اأن كلاًّ منهما لي�ض اقترانًا ن�سبيًّا، لماذا؟

تاأمل القترانين ق)�ض(، هـ )�ض( حيث:
الاقترانات الك�سرية
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á∏Ä°SC’G

دًا نوعه ومجـاله ومداه: ار�سم منحنى كل اقتران من القترانات الآتية، مُدِّ  )  1
ق )�ض( =          �ض  ) اأ 

هـ )�ض( = 4 + 2�ض   ) ب 
د )�ض( = �ض2 +1  ) ج ـ

اإذا كان ق )�ض( =    �ض2 - 9  ، فجد:  )  2
ق )3(، ق )-3(، ق )5(.  ) اأ 

مجال ق )�ض(.  ب ( 

(  جد مجال كل اقتران من القترانات الآتية:  3

ق )�ض( =   ) اأ 

ع )�ض( =    4 - �ض           حـ( د )�ض( =     )�ض - 1(2    ) ز 

(  جد مجال ومدى القتران ق)�ض( =      )�ض - 2(2    4

(  حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ض.  5

  1-
2

�ض 2 
�ض +3

�ض 
�ض2 +5 هـ )�ض( =    ) ب 

3-
5 + �ض د )�ض( =    ) ج ـ

2�ض -1
�ض2 + 3�ض - 4 م )�ض( =    ) ه ـ

3�ض3
)�ض -2(2 ك )�ض( =    ) و 

ل )�ض( =    �ض2  + 5�ض + 6  ) د 

3
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تتعرف القتران المت�سعب، وتمثله بيانيًّا.  
تتعرف اقتران القيمة المطلقة، وتمثله بيانيًّا.  

اقترانات خا�صة الف�صل الثاني

النتاجات

Special Functions 

يعمل ممد في م�سنعٍ عدد �ساعات العمل الر�سمية فيه 8 �ساعات، فاإذا كانت اأجرة �ساعة 
العمل الواحدة دينارين، واأجرة �ساعة العمل الإ�سافية 3 دنانير، فاكتب القتران الذي يمثل الأجر 

اليومي لهذا العامل. 

فاإن هذا القتران  اأكثر من قاعدة، وكل قاعدة معرفة �سمن مجال معين،  اإذا كان للاقتران ق 
ي�سمى اقتراناً مت�سعباً، وقيمة �ض في المجال التي تتغير حولها قاعدة القتران ت�سمى الإحداثي ال�سيني 

لنقطة الت�سعب )�ض، ق )�ض((.
يمكن توزيع القتران على خط الأعداد كالآتي:

�ستتعرف في هذا الدر�ض نوعًا جديدًا من القترانات له اكثر من قاعدة، مثل:

الفــتــرة  تلــك  فـي  القتـران  وقــاعــدة   ،1- ≥ �ض  الفترة  الـم�ساواة موجــودة في  اأن  بـما 
هي  ق )�ض( = �ض2، فاإن اتجاه ال�سهم عند الإحداثي ال�سيني لنقطة الت�سعب �ض= -1 يكون باتجاه 

القاعدة ق )�ض( = �ض2. 

ق )�ض( =

�ض �ض2 
 1-∞- ∞

قاعدة ق )�ض(
قيم �ض

Piecewise Functionsالاقترانات المت�سعبةاأولا

�ض     ، �ض > -1
�ض2   ، �ض ≤ -1

، فماذا ي�سمى هذا القتران؟
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اإذا كان  

ار�سم منحنى القتران

،    فجد: ق )0(، ق )4(، ق )5(.

∫ÉãŸG

∫ÉãŸG

الحل
القتران ق )�ض( مت�سعب، وقاعدته تتغير عندما �ض = 4.

الحل
فت عليه القاعدة،  لر�سم منحنى القتران ق، نر�سم منحنى كل قاعدة على حِدَة في المجـال الذي عُرِّ

ح�سب الر�سم البياني الممثل في ال�سكل )3-2(.

1

2

ق )�ض( =
�ض2 -1   ، �ض ≥ 4
-2          ، �ض < 4

ق )�ض( =
�ض -3      ، �ض ≥ 2
1             ، �ض < 2

�ض2 -2-1
 4∞- ∞

قاعدة ق )�ض(
قيم �ض

بما اأن  0 ≥ 4، فاإن ق )0( = )0(2 -1       )التعوي�ض في القاعدة ق )�ض( = �ض2 - 1(
1- =           

بما اأن  4 ≥ 4، فاإن ق )4( = )4(2 -1                  )التعوي�ض في القاعدة ق )�ض( = �ض2 - 1(
15 =           

بما اأن  5 < 4، فاإن ق )5( =  -2                  )التعوي�ض في القاعدة ق )�ض( =  - 2(

)1(التدريب

ق )�ض( =اإذا كان  
�ض2 + �ض +1 ، �ض ≥ 1

�ض2   ،1> �ض > 3
�ض-1    ، �ض ≤ 3

فجد: ق )1(، ق )2.5(، ق )0(، ق )3(، ق )4(.

52



1( جد: ق )-4(، ق)-3(، ق )0(، ق )2(، ق )1(.
2( ار�سم منحنى القتران ق )�ض(.

الحل
1( ق )-4( = -4 + 2 = -2
ق )-3( = )-3(2 -3 = 6

ق )0( = )0(2 -3 = -3
ق )1( = 5
ق )2( = 5

2( ال�سكل )2-4( يمثل منحنى القتران ق )�ض(.

اإذا كان القتران

يتبين من ال�سكل وجود دائرة عند النقطة )1،2(؛ 
 ،1  = )�ض(  ق  القـاعـدة  مجـال   ∍  2  = �ض  لأن 
وهذا يعني اأن �سورة العدد 2 تح�سب من القاعدة 

ق )�ض( = �ض-3. 

∫ÉãŸG3

ال�سكل )3-2(.

ال�سكل )4-2(.

ق )�ض( =
، �ض > -3 �ض + 2 

، -3 ≥ �ض > 1 �ض2 - 3 
، �ض ≤ 1    5

¢S

¢U

0

1

1

1-

1-

2-

3-

4-

3-4-

     2

     2

3

3

4

42-

(¢S)¥

¢S

¢U

0

1

1

1-

1-

2-

3-

4-

5-

3-4-5-

     2

     2

3

3

4

5

6

4 52-

(¢S)¥
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لماذا و�سعت دوائر عند النقطة )1،-2(، و )-3،-1( على الر�سم في ال�سكل )2-4(؟
ر فكِّ

)2(تدريب

ق )�ض( =ار�سم منحنى القتران
، �ض ≥ 1 2�ض   

، �ض < 1 �ض2 +1 

ق )�ض( =
، �ض > 0    2
، �ض ≤ 0 �ض  

اكتب قاعدة القتران ق الممثل في ال�سكل )5-2(.
∫ÉãŸG4

الحل
الفـتـرة  الـمر�سوم على  اأن الجزء  لحِــظ 
يمثل   )5-2( ال�سكل  في   )0  ،∞  -(
منحنى القتران الثابت ق)�ض( = 2، واأنه 
وهذا   ،)0،2( النقطة  عند  دائرة  توجد 
يعني اأن �سورة العدد )0( ل تح�سب من 

هذه القاعدة.
ا الجزء المر�سوم على الفترة ]0، ∞( في ال�سكل )2-5( فيمثل منحنى القتران ق )�ض( = �ض، لماذا؟  اأمَّ

∴ تكتب قاعدة القتران ب�سورة اقتران مت�سعب كما ياأتي:

2
∞∞-

�ض
0

قاعدة ق )�ض(
قيم �ض
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)3(تدريب

ق )�ض( =
، �ض > 0 -�ض   
، �ض ≤ 0 �ض2  

اكتــب قاعدة القــتران ق الممثل في 
ال�سكل )6-2(.

∫ÉãŸG5

ال�سكل )7-2(.

الحل

ال�سكل )6-2(.

اكتب قاعدة القتران ق الممثل في ال�سكل )7-2(.

لماذا لم تظهر دائرة عند النقطة )0 ، 0( في الر�سم؟
ر فكِّ

اأجرة ال�سطفاف في اأحد مواقف ال�سيارات هي ن�سف دينار عن اأول �ساعة اأو اأيّ جزء منها، ثم 
يُ�ساف 20 قر�سًا عن كل �ساعة اأو اأيّ جزء منها بعد ذلك. اكتب قاعدة اقتران الأجرة لهذا الموقف.

الحل

∫ÉãŸG6

ق )�ض( =

، 0 > �ض ≥ 1   50
،1> �ض ≥ 2   70

، 2> �ض ≥ 3    90
...

¢S
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0

1

1

1-

1-

2-

3-4-5-

     2

     2

3

3

4

5

4 52-

(¢S)¥

¢S

¢U

0

1

1

1-

1-

2-

3-

4-

3-4-5-

     2

     2

3

3 4 52-

(¢S)¥

55



á∏Ä°SC’G

 )  1

 )  2

اكتب قاعدة كل اقتران من القترانات الممثلة في ال�سكل )2-8/ اأ، ب(.  )  3

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ض.  )  4

ق )�ض( =اإذا كان  

1-�ض      ، �ض > -2

2�ض-1     ،-2≥ �ض > 0،   فجد:
5       ، �ض ≤ 0

ق )�ض( =ار�سم منحنى القتران
، �ض > 1 2�ض+1 

،1≥ �ض > 3 �ض2          
-2             ، �ض ≤ 3

.) 1
2 ق )2(، ق )-4(، ق )-2(، ق )0(، ق )1(، ق ) -

ال�سكل )2-8/ب(.ال�سكل )2-8/اأ(.
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ال�سكل )9-2(.

ق)�ض(

Absolute Value Functionاقتران القيمة المطلقةثانياً

ما قاعدة القتران ق الممثل في ال�سكل )2-9(؟

اأ عن ال�سفر على خط الأعداد،  بُعْد النقطة  اأ تعني  ∊ ح، فاإن القيمة المطلقة للعدد  اأ  اإذا كان 
ويرمز اإليها بالرمز | اأ |. وبناءً عليه، فاإن:

2 = |2|      2 = |2-|
3 = |3|      3 = |3-|

5.5 = |5.5|     5.5 = |5.5-|

يمكن تعريف اقتران القيمة المطلقة ق)�ض( = |�ض|، اأو كتابته ب�سورة مجـزاأة من دون ا�ستخدام رمز 
القيمة المطلقة، على النحو الآتي:

ق )�ض( = |�ض| =
، �ض ≤ 0 �ض   
، �ض > 0 -�ض  

اإذا كان ق)�ض( = | 2 – 3 �ض |، فجـد:

(، ق )-1(. 1
3 ق )0(، ق )3(، ق )

∫ÉãŸG1
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اإذا كان ق)�ض( = | 5 + �ض |، فجد:
.) 1

4 ق)-2(، ق)-6.5(، ق)0(، ق)-10(، ق)

)1(تدريب

الحل
ق)0( = | 2 – 3 )0( | = |2|= 2

ق)3( = | 2 – 3 )3(| = | -7|= 7
1 = | 1 | = | ) 1

3 ( 3 – 2 | = ) 1
3 ق)

ق)-1( = | 2 – 3 )-1( | = |5| = 5

لاإعادة تعريف اقتران القيمة المطلقة، يتعين اتباع الخطوات الاآتية:
اإيجاد اأ�سفار القتران داخل رمز القيمة المطلقة.  )1

تعيين اأ�سفار القتران على خط الأعداد، ودرا�سة الإ�سارة حول هذه الأ�سفار.  )2
كتابة قاعدة القتران ب�سورة اقتران مت�سعب، علمًا باأن قيم �ض التي يت�سعب عندها القتران هي   )3

اأ�سفار القتران.

اأعد تعريف القتران هـ )�ض( = | 3 + �ض |، ثم ار�سم منحناه.
الحل

3 + �ض = 0            )اإيجاد اأ�سفار القتران هـ داخل القيمة المطلقة(
�ض  = -3            )حل المعادلة الناتجة(

∫ÉãŸG2

)3 + �ض(
+ + +- - -

- )3 + �ض(

3-

قاعدة هـ )�ض(
اإ�سارة هـ )�ض(

�ض

       )درا�سة اإ�سارة القتران هـ حول اأ�سفاره(
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من جدول الإ�سارة يكون القتران:

وال�سكل )2-10( يمثل منحنى القتران هـ.

اأين يقطع القتران هـ مور ال�سينات؟

اكتب قاعدة القتران ق)�ض( = | 2 �ض - 5 | ب�سورة مجـزاأة من دون ا�ستخدام رمز القيمة 
المطلقة، ثم ار�سم منحناه.

)2(التدريب

هـ )�ض( = 
- )3 + �ض(      ، �ض ≥ -3

3 + �ض       ، �ض < -3

∴ هـ )�ض( = 
- 3 - �ض      ، �ض ≥ -3
3 + �ض       ، �ض < -3

ال�سكل )10-2(.

هل يمكن و�سع اإ�سارة الم�ساواة عند �ض < -3 في المثال ال�سابق؟ لماذا؟
ر فكِّ

¢S

¢U

0

1

1

1-

1-

2-

3-

3-4-5-6-7-

     2

     2

3

4

2-

(¢S) `g
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اأعد تعريف القتران ق )�ض( = | �ض2 - 9 |، ثم جد:
ق )0(، ق )1(، ق )4(، ق )-5(.

الحل
�ض2 - 9 = 0                )اإيجاد اأ�سفار القتران داخل القيمة المطلقة(

�ض2  = 9                )حل المعادلة الناتجة(
�ض = ±3              )اأخذ الجذر التربيعي(

∫ÉãŸG3

�ض2 - 9
+ + ++ + + - - -

3

قاعدة ق )�ض(
اإ�سارة ق )�ض(

�ض

�ض2 - 99 - �ض2 )درا�سة اإ�سارة القتران ق حول اأ�سفاره(

3-

ق )0( = 9 - )0(2 = 9
ق )1( = 9 - )1(2 = 8

ق )4( = )4( 2 - 9 = 16 - 9 = 7
ق )-5( = )-5( 2 - 9 = 25 - 9 = 16

ق )�ض( =
، �ض ≥ -3 �ض9-2 

، -3> �ض ≥ 3 9 - �ض2          
، �ض < 3 �ض2 - 9  
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اإذا كان ق)�ض( = | 2 �ض + 4 |، فجـد:  )  1

ق ) - 2(، ق )3(، ق )0(، ق ) - 5(.
اأعد تعريف القتران ق)�ض( = | 3 �ض + 4 |، ثم  ار�سم منحناه.  )  2

اأعد تعريف القتران ق)�ض( = | 4 - �ض2 |.  )  3
اكتب قاعدة القتران ق)�ض( = | �ض - 1 | - 3 ب�سورة مجـزاأة من دون ا�ستخدام رمز القيمة   )  4

المطلقة.
اأعد تعريف القتران ق)�ض( = | �ض2 - 5�ض + 6 |.  )  5

اإذا كان  )  6

فاأعد كتابة قاعدة القتران ق با�ستخدام رمز القيمة المطلقة.
اكتب قاعدة القتران م )�ض( = |�ض 2 -  �ض| من دون ا�ستخدام رمز القيمة المطلقة.  )  7

ق )�ض( = 
�ض - 6      ، �ض ≤ 6

6 - �ض       ، �ض > 6
  ،
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اإذا كان ق)�ض( = 4�ض - 3، هـ )�ض( = 1 - �ض، فاإن:
ق )2( = 5                ،           هـ )5( = - 4
ق )-1( = - 7         ،           هـ ) - 7( = 8

ق ) - 2( = - 11    ،           هـ ) - 11( = 12

تجد القتران الناتج من عملية تركيب القترانات.  
تجد قيمة القتران )ق ° هـ( )�ض( عند نقطة.  

تتعرف مفهوم القتران واحد لواحد.  
تتعرف مفهوم القتران المحايد.  

تتعرف مفهوم القتران العك�سي ق- 1 )�ض(.  
ت�ستنتج قاعدة القتران العك�سي لقتران واحد لواحد.  

ِـ ق- 1 )�ض(. ت�ستنتج علاقة ق )�ض( ب  

العمليات على الاقترانات الف�صل الثالث

النتاجات

Operations On Functions

د ن�سف قطر �سطح الماء فيه  حو�ض ماء على �سكل ن�سف كرة، يت�سرَّب منه الماء بحيث يتحدَّ
18 متر، حيث:  

وفق العلاقة: ر)ن( = 2ن +3
ن: الزمن بالثواني. 

ر: ن�سف القطر. 
جد م�ساحة �سطح الماء بعد مرور 12 ثانية.

Composition Of Functionsتركيب الاقتراناتاأولا
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ال�سكل )11-2(.

ا �سورة العدد )-1( في القتران ق فهي ق )-1( =  - 7، و�سورة العدد ) - 7( في القتران  اأمَّ
هـ هي هـ ) - 7( = 8؛ 

اأي اإن: هـ )ق)-1(( = 8
ا �سورة العدد ) - 2( في القتران ق فهي ق ) - 2( = - 11، و�سورة العدد ) - 11( في  واأمَّ

القتران هـ هي هـ ) - 11( = 12؛ 
اأي اإن: هـ )ق) - 2(( = 12

تعرف هذه العملية با�سم عملية تركيب القترانين: ق، هـ.

لحِظ اأن �سورة العدد )2( في القتران ق هي ق )2( = 5، واأن �سورة العدد )5( في القتران هـ 
هـي هـ )5( =  - 4 كما في ال�سكل )11-2(.

∴ هـ )ق)2(( = - 4

)هـ  ق( )�ض(
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الحل
لحظ اأن مدى هـ مجموعة جزئية من ق ، لذا؛ 

)ق ° هـ( )-1( = ق )هـ )-1((                    )اأولً  هـ )-1( = - 1(       
       = ق )-1(                              )ثانيًا ق )-1( = 3 )-1( - 2(

5 - =                         
) 1

3 )ق ° هـ( )3(    = ق )هـ )3((                             )هـ )3(=  
)2 - ) 1

3 ( 3 = ) 1
3 (                                )ق ) 1

3                          = ق )
1 - =               

لحظ اأن مدى هـ مجموعة جزئية من مجال هـ ، لذا؛ 
)هـ ° هـ( )-1( = هـ )هـ )-1((                            )هـ )-1(= - 1(
      = هـ )-1(                                          )هـ )-1( = - 1(

1 - =               
لحظ اأن مدى ق مجموعة جزئية من مجال ق ، لذا؛ 

)ق ° ق( )2(    = ق )ق)2((                    )ق)2( = 3)2(-2= 4(    
                         = ق )4(               )ق)4( = 3)4( -2(             

10 =            

1 ، �ض ≠0، فجـد:
�ض اإذا كان ق)�ض( = 3 �ض - 2، هـ )�ض( =  

)ق ° هـ( )-1(                 )ق ° هـ( )3(      )هـ ° هـ( )-1(         )ق ° ق( )2(
   

∫ÉãŸG1

تركيب الاقترانات
اإذا كان ق )�ض(، هـ )�ض( اقترانين، فاإن القـتران الـنـاتج من تركيـب القترانـيـن ق، هـ هو: 
)ق ° هـ()�ض( = ق )هـ )�ض((، ويقراأ: ق بعد هـ �سريطة اأن يكون مدى القتران هـ  مجـموعة 

جـزئية من مجـال القتران ق.
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اإذا كان  ق )�ض( =    �ض   ، �ض ≤ �سفر ، هـ )�ض( = �ض2 + 1، فجـد )اإن اأمكن(:
1( )ق ° هـ( )1(                   2( )هـ ° ق( )1(                

3( )هـ ° ق( )3(    4( )ق ° هـ( )3(
5( )ق ° ق( )4(                   6( )هـ ° هـ( ) - 2(

)1(التدريب

هل تُعَدُّ عملية تركيب القترانات عملية تبديلية؟
ر فكِّ

اإذا كان ق)�ض( = �ض2، هـ )�ض( = �ض + 3، فجـد قاعدة:
)ق ° هـ( )�ض( 

)هـ ° ق( )�ض(      
الحل

اإن المجال والمدى لكلٍّ من القترانين: )ق(، و)هـ( هما مجـموعة الأعداد الحقيقية ح، وهذا يعني 
اأنه يمكن اإيجـاد كلٍّ من )ق ° هـ( )�ض(، و)هـ ° ق( )�ض(:

)ق ° هـ( )�ض( = ق )هـ )�ض((                                     
                        = ق )�ض + 3(                           )هـ )�ض( = �ض + 3(

    = )�ض + 3(2                                        )تعوي�ض �ض + 3 في القتران ق )�ض((
    = �ض2 + 6�ض + 9.           )اإيجاد مفكوك مربع مجموع حدين(

)هـ ° ق( )�ض( = هـ )ق )�ض((                           
              = هـ )�ض2(                               )ق )�ض( = �ض2(

    = �ض2 + 3           )تعوي�ض �ض2 في القتران هـ )�ض((

∫ÉãŸG2
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الحل
لحظ اأن مدى هـ مجموعة جزئية من مجال ق ، لماذا؟ 

∴ )ق ° هـ( ) - 2( = ق )هـ ) - 2((                          
                           = ق ) - 4(                               )اإيجـاد هـ ) - 2( من القاعدة هـ )�ض( = 2�ض(
                           = 2) - 4(2 + 3       )اإيجـاد ق ) - 4( من قاعدة القتران ق )�ض((

35 =                           
لحظ اأن مدى ق مجموعة جزئية من مجال هـ ، لذا؛ 

∴ )هـ ° ق( )0( = هـ )ق )0((                                     
                      = هـ )3(                                           )اإيجـاد ق )0( من قاعدة القتران ق )�ض((

                      = - 3         )اإيجـاد هـ )3( من القاعدة هـ )�ض( = - 3(
لحظ اأن مدى هـ مجموعة جزئية من مجال هـ ، لذا؛ 

∴ )هـ ° هـ( )-1( = هـ )هـ )-1((                               
               = هـ ) - 2(                                     )اإيجـاد هـ )-1( من القاعدة هـ )�ض( =2�ض(

               = - 4         )اإيجـاد هـ ) - 2( من القاعدة هـ )�ض( =2�ض(

اإذا كان ق )�ض( =  | �ض + 2 | ، هـ )�ض( = -�ض2، فجـد:
1( )ق ° هـ( )1(.                   2( )هـ ° ق( )3(.                

)3(التدريب

اإذا كان ق)�ض( = 2�ض2 + 3،                         ، فجـد:

)ق ° هـ( )-2(، )هـ ° ق( )0(، )هـ ° هـ( )-1(.   

∫ÉãŸG3

هـ )�ض( = 
، �ض ≥ -1 2�ض   
، �ض < -1  3 - 

1 ، �ض ≠ -1، هـ )�ض( =   �ض    ، فجـد قاعدة كلٍّ من:
اإذا كان  ق )�ض( =  �ض + 1

1( )ق ° هـ( )�ض(.                   2( )هـ ° ق( )�ض( .               

)2(التدريب
3
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اإذا كان ق )�ض( = �ض2 + 1، هـ )�ض( = 3�ض، فجـد قيم �ض، علمًا باأن )هـ ° ق( )�ض( = 15.
)4(التدريب

اإذا كان ق )�ض( = 2�ض + 1، هـ )�ض( = 4�ض - 3، فجـد قيمة �ض في كلٍّ مما ياأتي:
)هـ ° ق( )�ض( = 17  )1

)ق ° هـ( )�ض( = - 5   )2
الحل

لحظ اأن المجال والمدى لكل من القترانين: ق، هـ هما مجموعة  الأعداد الحقيقية، ومنه ؛
هـ )ق)�ض(( = 17  )1

هـ )2�ض + 1( =17                            )تعوي�ض )2�ض + 1( بدلً من القتران ق )�ض((
4 )2�ض + 1( - 3= 17                    

8�ض + 4 - 3 = 17     )تب�سيط المقدار الجـبري(
8�ض = 16                             

�ض = 2       )الق�سمة على 8(
اأي اإن )هـ ° ق( )2( = 17  

ق )هـ )�ض(( = - 5   )2
ق)4�ض - 3( = - 5                    

2)4 �ض - 3( + 1 = - 5                        )تعوي�ض )4�ض - 3( في القتران ق)�ض((
8�ض - 6 + 1 = - 5     )تب�سيط المقدار الجـبري(

8�ض - 5 = - 5                        
8�ض = 0               )تب�سيط المقدار الجـبري(                                 

�ض =0       )الق�سمة على 8(

∫ÉãŸG4
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حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ض.
)5(التدريب

1 �ض، فجـد:
2 اإذا كان ق)�ض( = 4 - 2�ض، هـ )�ض( = 2 - 

)ق ° هـ( )�ض(.  )1
)هـ ° ق( )�ض(.   )2

الحل
لحظ اأن المجال والمدى لكل من القترانين: ق، هـ هما مجموعة  الأعداد الحقيقية، ومنه ؛

)ق ° هـ( )�ض( = ق )هـ )�ض((  )1
1 �ض(

2 )تعوي�ض هـ )�ض( = 2 -  1 �ض(                               
2 = ق )2 - 

1 �ض( في ق )�ض((
2 1 �ض(                     )تعوي�ض )2 - 

2  - 2( 2 - 4 =
= 4 - 4 + �ض                                 )تب�سيط المقدار الجـبري(     

         = �ض
)هـ  ° ق( )�ض( = هـ )ق )�ض((       )2

)تعوي�ض ق)�ض( = 4 - 2�ض( = هـ )4 - 2�ض(               
)تعوي�ض )4 - 2�ض( في هـ )�ض(( 1 )4 - 2�ض(         

2  - 2 =

)تب�سيط المقدار الجـبري( 1 ) - 2�ض(     
2  - 4 × 1

2  - 2 =
= 2 - 2 + �ض                              )تب�سيط المقدار الجـبري(

= �ض
ماذا تلاحظ؟

∫ÉãŸG5
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جـد قيمة )ق ° هـ( )1(، )هـ ° ق( )0(، )هـ ° ق( ) - 2( في كلٍّ مما ياأتي:  )  1
1

�ض2 + 2 اأ   ( ق )�ض( = �ض2              ، هـ )�ض( = 

ب( ق )�ض( = �ض3           ،  هـ )�ض( = | �ض + 1 |

جـ( ق )�ض( = 2 - �ض           ،  هـ )�ض( = 3�ض +1

د  ( ق )�ض( = �ض - 5       ،

جـد قاعدة )ق ° هـ( )�ض(،  )ق ° ق( )�ض(،  )هـ ° ق( )�ض( في كلٍّ مما ياأتي:  )  2
 1 + �ض

اأ   ( ق)�ض( = 3�ض - 1،           هـ )�ض( =  3

ب( ق)�ض( = 2�ض ،          هـ )�ض( =     �ض

ا ياأتي، م�ستعينًا بالجـدولين الظاهرين في ال�سكل )12-2(: اأجب عمَّ  )  3
اأ   ( جد قيمة ما ياأتي:

)1( )هـ ° ق( )5(.
)2( )ق ° هـ( )3(.    

)3( هـ )ق )4((.
)4( ق )هـ )2(( .   

ب( هل يمكن اإيجاد ق ) هـ )5((؟ لماذا؟
، فجـد: 5

3 1 �ض - 
3 (  اإذا كان ق)�ض( = 3�ض + 5، هـ )�ض(=    4

 اأ  ( )ق ° هـ()�ض(.

ب( )هـ ° ق()�ض(.

، �ض < 1هـ )�ض( =  2�ض   
، �ض ≥ 1  2 

3

2345�ض
0123ق )�ض(

1234�ض
1248هـ )�ض(

ال�سكل )12-2(.
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Inverse Functionالاقتران العك�سيثانياً

تو�سلت اإحدى الباحثات اإلى علاقة تربط بين طول الطفل وعمره خلال اأول ثلاث �سنوات 
من ولادته، وهي:

هـ)�س( = 3  �س  + 60، حيث:
�س: عمر الطفل بالاأ�سهر.

هـ: طول الطفل بال�سنتيمتر.
اكتب علاقة تبين عمر الطفل بدلالة طوله.

4
5
6

1
2
3

2
4

3
7
5

ال�سكل )13-2(.

لاحِــظ اأن كل عن�ســر في مدى ق هو �ســورة لعن�ســر واحد فقط في مجـــال ق، وذلك خلافًا 
للاقتران هـ؛ اإذ اإن العدد )2( في مدى هـ هو �سورة لاأكثر من عن�صر في مجـال هـ.

الاقتران واحد لواحد
ي�سمى الاقتران ق واحدًا لواحد اإذا كان كل عن�صر في مداه �سورة لعن�صر واحد فقط في مجـاله؛ 

اأي اإذا كان �س1، �س2 ∋ مجال ق، وكان �س1≠ �س2، فاإن ق)�س1( ≠ ق)�س2(.

اختبار الخط الاأفقي
يكون الاقتران واحدًا لواحد اإذا )وفقط( اإذا كان اأيّ خط اأفقي يقطع منحنى الاقتران في نقطة 

واحدة على الاأكثر.

تاأمل المخططات ال�سهمية الممثلة في ال�سكل )13-2(.
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اأيّ الاقترانات المبينة في ال�سكل )2-14( تمثل اقتران واحد لواحد؟

الحل
لاحِظ اأن هـ)�س( = �س - 1، ل)�س( = �س3 يمثلان اقتران واحد لواحد؛ لاأن كل م�ستقيم اأفقي 
ا ق)�س( = �س2 فاإنه لا يمثل اقتران واحد لواحد؛  يقطع منحنى الاقتران في نقطة واحدة فقط. اأمَّ

لاأنه يوجـد ) على الاأقل ( خط اأفقي مثل �س = 1.5 يقطع منحنى الاقتران في اأكثر من نقطة.

∫ÉãŸG1

ال�سكل )14-2(.

ل)�س( = �س3ق)�س( = �س2هـ)�س( = �س - 1

ار�سم منحنى الاقتران ق)�س( = 2�س + 3، مُبيِّنًا اإذا كان ق)�س( اقتران واحد لواحد اأم لا.  )1
اأيّ الاقترانين الاآتيين يمثل اقتران واحد لواحد:  )2
ق = })5،2( ، )10،3( ، )17،4({.  ) اأ 

هـ = }) - 2،1( ، )3،0( ، )2،2( ، )7،5({.  ) ب 

)1(التدريب

هل يُعَدُّ الاقتران الخطي ق)�س( = اأ�س + ب ، اأ ≠ 0 اقتران واحد لواحد؟
ر فكِّ
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يمثل ال�سكل )2-15/اأ( المخطط ال�سهمي للاقتران ق.

لاحِظ اأن عك�س اتجاه الاأ�سهم يوؤثر في المخطط الناتج كما في ال�سكل )2-15/ب(.

هل يمثل المخطط ال�سهمي في هذا ال�سكل اقترانًا؟ لماذا؟
تاأمل المخطط ال�سهمي الذي يمثل الاقتران هـ في ال�سكل )2-16/اأ(.

لاحِظ اأن عك�س اتجاه الاأ�سهم يوؤثر في المخطط الناتج كما في ال�سكل )2-16/ب(.

9
4
1

1
2
3

ال�سكل)2-15/اأ(.

ال�سكل)2-15/ب(.

ال�سكل)2-16/اأ(.

ال�سكل)2-16/ب(.

1
2
3

9
4
1

ل

1
5

2
4
3

هـ

2
4
3

1
5

م

هل يمثل المخطط ال�سهمي في هذا ال�سكل اقترانًا؟ لماذا؟
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بالرجوع اإلى الاقترانين: ق، ل في ال�سكل )2-15(، يمكن التعبير عن هذين الاقترانين ب�سورة 
مجـموعتين من الاأزواج المرتبة:

ق = })1،1( ، )4،2( ، )9،3({
ل = })1،1( ، )2،4( ، )3،9({

وبمقارنــة هاتين المجموعتين يتبــين اأن كل زوج مرتب في ل قد نتج من اإبدال م�ســقطي زوج 
مرتب في ق.

∴ ي�ســمى الاقتـران ل اقترانًا عك�ســيًّا للاقتـران ق، ويرمـز اإليه بالرمـز ق-1)�س(؛ على اأن يكون 
الاقتران ق واحدًا لواحد.

هل يمكن اإيجـاد اقتران عك�سي للاقتران هـ الممثل في ال�سكل )2-16(؟ لماذا؟
ر فكِّ

اإذا كان ق)�س( = })1،1(، )2، 8(، )3، 27(، )4، 64({، فجـد:
ق-1)�س( بو�سفها مجموعة اأزواج مرتبة.  )1

ق-1)27(، )ق ° ق-1()27(، )ق-1° ق()2(.  )2
الحل

لاحِظ اأن الاقتران ق هو اقتران واحد لواحد؛ لاأن كل عن�صر في مدى ق هو �سورة لعن�صر واحد 
فقط من مجـاله، ولهذا فاإن:

ق-1 = })1،1(، )8، 2(، )27، 3(، )64، 4({
بما اأن )27، 3( ∋ ق-1، فاإن ق-1)27( = 3

)ق ° ق-1()27( = ق )ق-1)27(( = ق)3( = 27
∴ )ق ° ق-1()27( = 27

بما اأن )8،2( ∋ ق، فاإن ق)2( = 8 

∫ÉãŸG2
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)ق-1° ق()2( = ق-1)ق)2(( = ق-1)8( = 2
∴ )ق-1° ق()2( = 2

ماذا تلاحظ على )ق ° ق-1()27(، )ق-1° ق()2(؟

اإذا كان هـ = })1،4(، )2،5(، )3،6(، )4،7({، فجد:
هـ-1)�س( بو�سفها مجـموعة اأزواج مرتبة.  )1

هـ-1 )2(، هـ-1 )4(، هـ)5(، هـ )7(، )هـ-1° هـ()6(، )هـ ° هـ-1()2(.  )2

)2(التدريب

الاقتران العك�سي
اإذا كان ق اقتران واحد لواحد، وكان ق-1 هو الاقتران العك�سي له، فاإن:

)ق ° ق-1()�س( = �س، )ق-1 ° ق()�س( = �س، وي�سمى الاقتران الناتج من تركيب الاقتران 
والاقتران العك�سي له اقترانًا محايدًا.

ار�سم منحنى ق)�س( = 1 - 2�س، مُبيِّنًا اإذا كان ق اقتران واحد لواحد، ثم جـد ق-1)�س( اإن اأمكن.
الحل

01-1�س
-311ق)�س(

الم�ستقيم  الخط  هو  ق)�س(  للاقتران  البياني  التمثيل 
الظاهر في ال�سكل )17-2(.

يُظهــر اختبار الخــط الاأفقي اأن الاقــتران ق)�س( هو 
اقــتران واحد لواحــد، ولهذا يمكن اإيجــاد الاقتران 

العك�سي له ق-1)�س(  باإحدى الطريقتين الاآتيتين: 

∫ÉãŸG3

ال�سكل)17-2(.

ق)�س(
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الطريقة الاأولى
)ق ° ق-1()�س( = �س             )توظيف قاعدة(

ق )ق-1)�س(( = �س              )كتابة القاعدة ب�سورة مكافئة(
1 - 2ق-1)�س( = �س             )التعوي�س في قاعدة الاقتران ق )�س((

- 2ق-1)�س( = �س - 1             )حل المعادلة الناتجة بحيث نجد ق-1 )�س((
�س - 1

2- ق-1)�س( = 
1
2 1 �س + 

2 ق-1)�س( = - 
الطريقة الثانية

اكتب الاقتران ق )�س( بال�سورة الاآتية:
�س = 1 - 2�س             )كتابة الاقتران ب�سورة علاقة تربط �س بِـ �س(

2�س = 1 - �س              )تعيين �س مو�سوعًا للقانون(
1 - �س              )الق�سمة على 2(

2 �س = 
1 - �س

2 ∴ ق-1 )�س( = 

12            )تعوي�س �س بدلًا من �س( 1 �س + 
2 ق-1)�س( = - 

اإذا كان ق)�س( = 3�س - 6 اقتران واحد لواحد:
جد ق-1)�س(.  )1

جد )ق ° ق-1()�س(.  )2
مَثِّل ق-1)�س( بيانيًّا.  )3

)3(التدريب

ر اإجابتك. 1 ؟ برِّ
ق)�س( هل توجد علاقة بين ق-1 )�س( و  	•

اأعطِ مثالًا على اقتران لي�س له اقتران عك�سي. 	•

ر فكِّ
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. �س - 7
3 بين اإذا كان ق)�س( = 3�س + 7 هو الاقتران العك�سي للاقتران هـ)�س( = 

الحل

اإذا كان )ق ° هـ( )�س( = �س، فاإن هـ)�س( هو الاقتران العك�سي للاقتران ق)�س(.
∴ )ق ° هـ( )�س( = ق)هـ )�س((

�س - 7 (         )التعوي�س في قاعدة هـ)�س((
3  = ق ) 

�س - 7 + 7        )التعوي�س في قاعدة ق)�س( والتب�سيط(
3  × 3 = 

 = �س
∴ الاقتران هـ هو الاقتران العك�سي للاقتران ق.

∫ÉãŸG4

اقترح طريقة اأخرى لحل المثال )4(.
ر فكِّ

بين اإذا كان ل)�س( هو الاقتران العك�سي للاقتران ع)�س( في ما ياأتي:

�س 
2 ع)�س( =  ل)�س( = 2�س           ،   )1

 1
5 ع)�س( = 3�س -  1 �س ، 

3 ل)�س( = 5 -   )2

)4(التدريب
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á∏Ä°SC’G

1( جد قاعدة الاقتران ق-1 لكلٍّ مما ياأتي:
ق = })- 2، - 1( ، )- 3، - 2( ، )- 4، - 3( ، )- 5، - 4({.  ) اأ 

ق)�س( = - �س ب ( 
(  ق)�س( = 3 �س - 2 ج ـ

بين اإذا كان الاقتران ق)�س( هو الاقتران العك�سي للاقتران هـ )�س( في ما ياأتي:  )  2
�س + 3

2 هـ)�س( =  ق)�س( = 2�س - 6،    ) اأ 
هـ)�س( = 1 - �س  ق)�س( = �س + 1   ،   ب ( 

اإذا كان ق-1 هو الاقتران العك�سي للاقتران ق، فجد:  )  3
)ق ° ق-1()-2(.  ) اأ 

)ق-1 ° ق()5(.  ) ب 
ق-1 )3( اإذا كان ق)5( = 3.  ) ج ـ

9 �س + 32، 
5 لتحويل درجات الحرارة من �سل�سيو�س اإلى فهرنهايت، تُ�ستخدم العلاقة: ف =   )  4

حيث:
ف: درجة الحرارة بالفهرنهايت.
�سº: درجة الحرارة بال�سل�سيو�س.

اكتب علاقة التحويل من فهرنهايت اإلى �سل�سيو�س.  ) اأ 
اأكمل جـدول الحرارة الاآتي:  ) ب 

2035�س
11386ف

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )  5



78

، فجد: �س + 5 3

�س2 - 4 اإذا كان ق)�س( =   )  1

ب ( ق)-6(، ق)3(، ق)0(. مجـال ق)�س(.    ) اأ 

    ، فجد:
�س ≥ -2  ، �س2 + 2�س + 1 

�س < -2  ، | �س - 1|  
اإذا كان ق)�س( =   )  2

اأ( ق)- 5(.                 ب( ق)- 1.5(.                  جـ( ق)- 2(.                  د( ق)0(.

اإذا كان ق)�س( = 7 + 3 �س، فهل يُعَدُّ ق)�س( اقتران واحد لواحد؟ جـد ق-1)�س( اإن اأمكن.  )  3

ا ياأتي: اإذا كان الاقتران ع = })1، - 1( ، )0، 5( ، )2، �س( ، )7، 3({، فاأجب عمَّ  )  4
ِـ �س تجعل الاقتران ع واحدًا لواحد. جد قيمةً ل  ) اأ 

ِـ �س لا تجعل الاقتران ع واحدًا لواحد. جد قيمةً ل ب ( 

1 �س2 - 6، فجد:
2 اإذا كان ق)�س( = 3�س + 5، هـ)�س( =   )  5

جـ ( )هـ ° ق-1()�س(. )ق ° هـ()�س(.   ) ب   )ق ° ق()�س(.   ) اأ 
)هـ ° هـ()- 4(.  ) ه ـ )ق ° ق-1()�س(.   ) د 

اأعد تعريف كلٍّ من الاقترانين الاآتيين:  )  6
،   �س ≠ 0 |�س|

�س ب ( هـ )�س( =  ق)�س( = |4 - �س2|     ) اأ 

: 2�س + 4
3 - �س اإذا كان ق)�س( =   )  7

ب ( جد: ق)1(، ق)-1(. د مجـال ق)�س(.    حدِّ  ) اأ 

هل يمكن اإيجاد ق)3(، ق)4(، ق)- 5(؟ لماذا؟ ج ـ( 

IóMƒdG á∏Ä°SCG
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IóMƒdG á∏Ä°SCG

ق )�س( = ،
�س ≥ -1  ، 3�س + 1 
، -1> �س > 1 -2�س  
�س ≤ 1  ، �س2 - 3 

اإذا كان الاقتران   )  8

ار�سم منحنى الاقتران ق.  ) اأ 
جد ق)0(، ق)-1(، ق)1(، ق)- 3(، ق)2(. ب ( 

1 �س + 2.
3 بين اإذا كان الاقتران ق)�س( = 3�س - 2 هو الاقتران العك�سي للاقتران هـ)�س( =   )  9

يقود ريا�سي دراجـته الهوائية ب�صرعة 50 كم/ �ساعة:  ) 10
اكتب الاقتران الذي يدل على الم�سافة المقطوعة.  ) اأ 

جد الاقتران العك�سي لهذا الاقتران. ب ( 
اأربعة بدائل،  يتكون هذا ال�سوؤال من �سبع فقرات من نوع الاختيار من متعدد، لكل فقرة   ) 11

واحد منها فقط �سحيح. �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:
�س - 7 هو:

4 - �س مجـال ق)�س( =   )1(

د( ]4، ∞( جـ ( )4، ∞(  ب ( )- ∞، 4[  اأ    ( )- ∞، 4( 

ق )�س( = ، فاإن ق)- 2( =
،    �س > - 5 5�س - 1 
، -5 ≥ �س > - 2 3 - �س3 
،    �س ≤ - 2 5 - �س2 

اإذا كان   )2(

د ( 1 جـ ( - 5  ب ( 11  اأ    ( 9  

اإذا كان ق)�س( = |�س + 3|، فاإن ق)- 5( =  )3(
د ( - 5 جـ ( 2  ب ( 5  اأ    ( - 2  

اإذا كان ق)�س(= �س2 + 1، فاإن )ق ° ق()�س( =  )4(
ب ( �س4 + 2�س2 + 2 اأ    ( �س4 + 2�س2 + 1  

د   ( �س4 + 1 جـ ( 2�س2 + 1  
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اإذا كان ق)�س( = 3�س - 2، فاإن قاعدة ق-1)�س( هي:  )5(

د ( 2 - 3�س �س - 3 
2 جـ (  �س + 2 

3 ب (  �س + 2 
3 اأ ( 

ق )�س( = ، فاأيّ الاأ�سكال 

-2 > �س ≥ -1  ، - �س - 1 
-1 > �س ≥ 0  ، �س + 1 
،   0 > �س ≥ 1 - �س + 1 
،   1 > �س ≥ 2 �س - 1 

اإذا كان الاقتران   )6(

الاآتية يُعبِّ عن الاقتران ق )�س(:

اأ    (                                ب(                         

جـ (                                د  (                         

اإذا كان هـ)�س( = �س - 1، ق)�س( = )�س + 3(2، فاإن قاعدة ق)هـ)�س(( ت�ساوي:  )7(

ب ( )�س + 3(2 - 1 اأ    ( )�س - 1()�س + 3(2 
د   ( �س2 + 8 جـ ( )�س + 2(2  

 ال�سوؤال من اأ�سئلة الاختبارات الدولية.



الف�سل الدرا�سي الثاني

2



تُعَدُّ القترانات اأحد المو�صوعات المهمة في الريا�صيات، وقد تعرفت في الف�صل الأول اأنواعًا 
منها، مثل: القترانات كثيرات الحدود، والقترانات الن�صبية، والقتران الحقيقي، و�صتتعرف في 
هذه الوحدة اأنواعًا اأخرى، مثل: القترانات الأ�صية و القترانات اللوغاريتمية التي ت�صهم اإ�صهامًا 
فاعلً في حياتنا اليومية؛ نظرًا اإلى تطبيقاتها الوا�صعة في مجال الريا�صيات والعلوم الأخرى، ف�صلً 

عن ا�صتخدام الأ�ص�س واللوغاريتمات في حل م�صائل حياتية.

القترانات الأ�سية 
واللوغاريتمية

الوحدة
الثالثة

3

ق )�س(
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يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على: 

تعرف خ�ص��ائ�س القتران��ات الأ�ص��ية واللوغاريتمية عن طريق   
ال�صتق�صاء والبرامج  الحا�صوبية.

حل معادلت اأ�صية تكون فيها الأ�صا�صات قوى للعدد )اأ(، حيث   
) اأ < �صفر(.

الإفادة من التقنية في ح�ص��اب لوغاريتمات الأعداد في اأثناء حل   
م�صائل عملية.

تطبيق قوانين اللوغاريتمات.  
حل م�ص��ائل تت�صمن تطبيقات اقت�ص��ادية على القترانات الأ�صية   
واللوغاريتمي��ة، مثل الربح المركب با�ص��تخدام و�ص��ائل التقنية، 

مبرِّرًا الحل.

The Logarithmic and 
Exponential Functions

83



تتعرف القتران الأ�صي، والقتران الأ�صي الطبيعي.  
تمثل منحنى القتران الأ�صي بيانيًّا.  

تحل معادلة اأ�صية بحيث تكون الأ�صا�صات قوى للعدد اأ،  اأ  < �صفر.  

بفائدة مركبة قدرها 6 %  �صنوات  �صفيان مبلغ 6000 دينار في م�صرف مدة 10  اأودع 
ت�صاف اإلى المبلغ �صنويًّا. كم دينارًا ت�صبح جملة المبلغ في نهاية المدة؟

الف�سل الأول

النتاجات

القترانات والمعادلت الأ�سية
Exponential Functions and Equations

ي�صمى القتران  المكتوب ب�صورة ق )�س( = اأ × به� )�س( اقترانًا اأ�صيًّا، حيث ه� )�س( اقتران 
حقيقي، و اأ ∋  ح ، و  اأ ≠ 0 ، و  ب< 0 ، و ب  ≠  1، وي�صمى ب اأ�صا�س القتران.

ع �ل�شرط: �أ ≠ 0 ، و  ب  ≠  1 في التعريف؟ لماذ� وُ�ضِ
ر فكِّ

عرفت اأن ق )�س( = 7 اقتران ثابت، واأن ه )�س( = 3–5�س اقتران خطي، فما نوع كلٍّ من 
القترانات الآتية:

2 ( م )�س( = �س3 – 2�س   	 1 ( ع )�س( = | �س - 4|	
4 ( ك )�س( = 2�س 3 ( ل )�س( = �س2   

الثالثة، والقتران ل  الدرجة  اقتران قيمة مطلقة، والقتران م كثير حدود من  القتران ع هو 
ا القتران ك فل ينتمي اإلى اأيّ من القترانات التي عرفتها �صابقًا،  كثير حدود من الدرجة الثانية، اأمَّ

وي�صمى هذا القتران اقترانًا اأ�صيًّا، ويكون فيه الأ�س هو القيمة المتغيرة.

Exponential Functionالقتران الأ�سياأول
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د نوع كل اقتران من القترانات الآتية: حدِّ
1 ( ق )�س( = 2 ) 2�س +1 (          2( ه� )�س( =  )2(- �س  

3 ( ع )�س( =     �س  +5                  4( م )�س( = )4(2�س
الحل

1 ( القتران  ق )�س(   = 2 ) 2�س +1 ( اقتران خطي. 
2 ( القتران  ه )�س(   =  )2(- �س             اقتران اأ�صي.

3 ( القتران ع )�س(     =     �س  + 5      اقتران جذر تربيعي. 
4 ( القتران  م )�س(     =  )4(2�س            اقتران اأ�صي.

�إذ� كان ق )�س( = 3 × )2( �س ، فجد: ق )0(،  ق )3(،  ق )-1(.
الحل

بالتعوي�س في قاعدة القتران ق )�س( = 3 × )2( �س، فاإن: 
ق )0( =  3 × )2( 0 =  3 × 1 = 3       

ق )3( = 3× )2(3  =  3 × 8 = 24
3
2  = 1

2 ق )-1( = 3 × )2(-1  =  3× 

∫ÉãŸG1

∫ÉãŸG2

التدريب

التدريب

اأيّ القترانات الآتية يُعَدُّ اقترانًا اأ�صيًّا:
1 ( ق )�س( = 5×)4( �س              2 ( ه� )�س( = |	�س3 –  5 |  

3 ( ع )�س( =  )�س(20  + 3  4 ( م )�س( =   )3(2�س 

�أعطِ �أمثلة على ثلاثة �قتر�نات �أ�ضية.

(1(

(2(
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�إذ� كان  ق )�س( = )ه(�س، فجد ناتج ما ياأتي )�إلى �أقرب منزلتين ع�شريتين( با�ضتخد�م �لآلة �لحا�ضبة:  
ق )2(،  ق )-3(.

الحل
لإيجاد ق )2(، �تبع �لخطو�ت �لو�ردة في �ل�ضكل )3- 1/ اأ (، فيكون:

 ق)2( = )ه(2  ≈7.39

لإيجاد ق )-3(، �تبع �لخطو�ت �لو�ردة في �ل�ضكل )3– 1/ ب(، فيكون:
ق )-3( = )ه(- 3 ≈ 0.05

القتران الأ�سي الطبيعي
غير  النايبيري، وهو عدد  العدد  ه  طبيعيًّا، حيث  اأ�صيًّا  اقترانًا  اأ)ه(�س   = )�س(  القتران ق  ي�صمى   

ن�صبي، وقيمته التقريبية 2.72.

∫ÉãŸG3

التدريب
�إذ� كان ق )�س( = 2 × )3(�س، فجد: ق )1(،  ق )2(،  ق )-2(.   

(3(

�ل�ضكل )3- 1/ ب(.

�ل�ضكل )3- 1/ اأ (.

�إذ� كان ق )�س( = )ه (- �س+1، فجد ناتج ما ياأتي )�إلى �أقرب منزلتين ع�شريتين( با�ضتخد�م
الآلة الحا�صبة: ق )3(،  ق)-2( ،  ق)0.3(.

)))التدريب

هل يمكن �أن تكون قيم �لقتر�ن �لأ�ضي �ضالبة؟ ناق�س زملاءك في �إجابتك.
ر فكِّ
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كم دينارًا جملة مبلغ 4000 دينار ��ضتُثمِر في م�شرف مدة 20 �ضنة، �إذ� كانت ن�ضبة �لفائدة �لمركبة 
8 % �صنويًّا؟

الحل
المبلغ )م( =  4000، �لزمن )ن( = 20،  ن�صبة الفائدة )ف( = 8 % ، ج�ملة المبلغ )ج�(؟

جملة المبلغ ج� = م )1 + ف (ن            )القانون(
                       =  4000 )1+8 0.0(20           )التعوي�س في القانون(

                       = 4000 )1.08(20           )الح�صاب با�صتخدام الآلة الحا�صبة(
                       = 18643.82 دينارًا.

يُذكَر اأن التطبيقات القت�صادية من اأهم التطبيقات الحياتية على القتران الأ�صي.  

∫ÉãŸG(

حل الم�صاألة الواردة في  بداية الدر�س.
)))التدريب

القانون ا�صتُخدم  لذا  ال�صنة  نهاية  في  اأ�صيفت  قد  ال�صابق  المثال  في  المركبة  الفائدة  اأن  لحظ 
ج� = م )1 + ف(ن. ولح�صاب جملة المبلغ الذي ت�صاف فائدته ب�صورة م�صتمرة، ي�صتخدم القانون الآتي:

جـ = م × هـف×ن، حيث: ه�  ≈ 2.72. 
ج� : جملة المبلغ .

م   : المبلغ .
ف: الفائدة .

ن : �لمدة �لزمنية .

اأودع زيد مبلغ 300 دينار في ح�صاب التوفير بفائدة قدرها 8 % �ضنويًّا. فاإذ� كان �لم�شرف ي�ضيف 
الفائدة با�صتمرار، فما جملة المبلغ بعد20 �صنة؟

الحل
م = 300،  ف = 0.08، ن = 20 �صنة.

∫ÉãŸG(
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ما قيمة الثابت م التي تجعل القتران  ق)�س( = )م +2( �س+)7(�س  اقترانًا اأ�صيًّا؟
ر فكِّ

�كتب قاعدة �لقتر�ن �لأ�ضي �لذي يمر بالنقطتين: )0، 2(، )1، 6(.
الحل

ال�صورة العامة للقتران الأ�صي: ق )�س( = اأ × ب�س هي:
2 = اأ × ب�صفر             )التعوي�س في النقطة )0، 2((

2 = اأ × 1           
∴ اأ = 2                            

6 = 2 × ب1              )التعوي�س في النقطة )1، 6((
∴ ب = 3              )ق�صمة الطرفين على 2(

∴ قاعدة القتران الأ�صي هي: ق )�س( = 2 × )3(�س.  

∫ÉãŸG6

اأودع عمر مبلغ 2000 دينار في ح�صاب التوفير بفائدة قدرها 6 % �ضنويًّا. فاإذ� كان �لم�شرف 
ي�صيف الفائدة با�صتمرار، فما جملة المبلغ بعد 10 �صنوات؟

 )6)التدريب

 �كتب قاعدة �لقتر�ن �لأ�ضي �لذي يمر بالنقطتين: )0 ،3(، )2، 12(.
)))التدريب

المطلوب: جملة المبلغ.
ج� =  م × ه�ف×ن             )كتابة القانون(

ج� = 300 × )ه�(0.08× 20            )التعوي�س في القانون(
     = 300 × )ه�(1.6 =  300 × 4.95303          )الح�صاب با�صتخدام الآلة الحا�صبة(

     = 1485.9097دينارًا.
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á∏Ä°SC’G

1( اأيّ القترانات الآتية يُعَدُّ اقترانًا اأ�صيًّا:
ب( ه� )�س( = 1 اأ    ( ق )�س(  = �س – )4(�س   

د   ( م )�س( =     �س  + 1 ج�(ع )�س( = 3 × )ه (�س   
2(  �إذ� كان ق )�س( = 3)�س- 2(، فجد قيمة كلٍّ مما ياأتي:

ج� ( ق)-1(  ب ( ق )4(    اأ    ( ق )2(  
3( �إذ� كان ق )�س( = 2- )ه�(�س+ 1، فا�صتخدم الآلة الحا�صبة في اإيجاد قيمة كلٍّ مما ياأتي:

ج� ( ق )2(              ب ( ق )-2(    اأ    ( ق )3(  
4(  �كتب قاعدة �لقتر�ن �لأ�ضي �لذي يمر بالنقطتين: )1، 4(، )2، 8(.

�لبلدة  �ضكان  �لنمو، وكـان عدد  لقانـون  �لبلد�ت يخ�ضع  �إحدى  �ل�ضكاني في  �لنمـو  �إذ� كان   )5
300 ن�صمة عام 2000م، وازداد العدد بانتظام بمعدل 4 % �صنويًّا، فاح�صب عدد �صكان البلدة 

عام 2025م ، علمًا باأن �لنمو �ل�ضكاني يعطى بالعلاقة:
ع)ن( = ع0 × )ه�(اأ ن ، حيث ع0: عدد ال�صكان الأ�صلي. 

      اأ  : معدل النمو.
      ن: �لزمن بال�ضنو�ت.
ه�: العدد النايبيري.       

ع )ن(: عدد ال�صكان الحالي.      
6( اأودع اأحمد مبلغًا من المال في م�صرف بفائدة مركبة قدرها  6 %�صنويًّا مدة 5 �ضنو�ت. فاإذ� 

كانت جملة المبلغ  بعد انق�صاء المدة 3370.8 دينارًا، فجد قيمة المبلغ الذي اأودعه اأحمد.
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ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = 2�س.
الحل

اختر قيمًا للمتغير �س بحيث ي�سهل ح�ساب قيم الاقتران ق )�س( لها، ولتكن حول العدد �سفر.  )1(
جد قيم ق المناظرة لقيم �س المختارة، بالتعوي�س في الاقتران ق.  )2(

اأن�سئ الجدول الاآتي:  )3(
-3-2-32101�س

84211ق )�س( = 2�س
2

1
4

1
8

الواردة في الجدول  النقاط  لتعيين  ار�سم الم�ستوى الإحداثي   )4(
ال�سابق.

ل بين النقاط بخط منحنٍ اأمل�س كما في ال�سكل )2-3(.  �سِ  )5(

Graphing Of Exponential Functionر�سم القتران الأ�سيثانياً

)1()2()3(

∫ÉãŸG1

ال�سكل )2-3(.

ق)�س( = )2(�س

 ما نوع كل اقتران من الاقترانات المبينة في الاأ�سكال الاآتية:

ق
عل

لحِظ اأن المنحنى الممثل للاقتران ق في الأ�سكال ال�سابقة هو خط م�ستقيم، واأن المنحنى الممثل للاقتران ل 
هو قطع مكافئ. اأمّا المنحنى الممثل للاقتران ع فهو نوع جديد من الاقترانات �سنتعرفه في هذا الدر�س. 
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ا يلي: معتمدًا الجدول الاآتي الذي يمثل قيم �س وقيم �س المناظرة لها، اأجب عمَّ
-3-2-32101�س
�س

1
8

1
4

1
21248

ار�سم منحنى الاقتران ق.  )2 اكتب قاعدة الاقتران ق.     )1
الحل

3-2 = 1
32  =

 
1
8 1(  لحِظ من الجدول اأن: 

2-2 = 1
22

   =
 

1
4            

1-2 = 
1   =

 
1
2            

 02  =   1     
)1-(-2 = 12  =   2     
)2-(-2 = 22  =   4     
)3-(-2 = 32  =   8     

( �س = )2(- �س، )لماذا؟( 1
2 ∴ القاعدة ق )�س( = )

لر�سم منحنى الاقتران ق:  )2
ار�سم الم�ستوى البياني. اأ   ( 

عيِّن النقاط الواردة في الجدول ال�سابق في الم�ستوى البياني. ب( 
ل بين هذه النقاط بخط منحنٍ اأمل�س كما في ال�سكل )3-3(. �سِ جـ( 

∫ÉãŸG2

ار�سم منحنى كلٍّ من الاقترانات الاآتية:
(�س. 1

3 2 ( ل )�س( = ) 1 (  ق )�س( = 3�س.    

)1(التدريب

ال�سكل )3-3(.

ق)�س(
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ا ياأتي: اعتمادًا على ال�سكل )3-3(، اأجب عمَّ
ما مجال الاقتران ق؟  )1
ما مدى القتران ق؟  )2

ما المقطع ال�سادي لمنحنى الاقتران ق؟  )3
ما المقطع ال�سيني لمنحنى القتران ق )اإن وجد(؟  )4

هل يُعَدُّ الاقتران ق واحدًا لواحد؟  )5
ا على مجاله؟ هل يُعَدُّ الاقتران ق متناق�سً  )6

معتمدًا الجدول الاآتي الذي يمثل بع�س قيم �س وقيم �س المناظرة لها للاقتران الاأ�سي ق الذي 
ا يلي: قاعدته ق )�س( = 2)�س+1(، اأجب عمَّ

-3-2-32101�س

168421�س
1
2

1
4

2(  ما مجال الاقتران ق؟  ار�سم منحنى ق.      )1
4(  ما المقطع ال�سادي للاقتران ق؟ ما مدى القتران ق؟     )3

ما المقطع ال�سيني للاقتران ق )اإن وجد(؟  )5
هل الاقتران )ق( متزايد اأم متناق�س على مجاله؟  )6

)2(التدريب

خ�سائ�س القتران الأ�سي
ق )�س( = اأ × ب�س ، ب ≠ 1 ، ب < 0، اأ < 0:

مجال ق هو مجموعة الاأعداد الحقيقية )ح(.  )1
مدى ق هو مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة )ح+(.  )2

ق اقتران واحد لواحد.  )3
منحنى ق يمر بالنقطة )0 ، اأ(؛ اأي اإن المقطع ال�سادي �س = اأ.  )4
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منحناه ل يقطع محور ال�سينات.  )5
يكون ق متزايدًا اإذا كانت ب < 1.  )6

ا اإذا كانت 0> ب > 1. 7(  يكون ق متناق�سً

ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = )3(�س ، �س  ]-3 ، 3[ با�ستخدام برمجية اإك�سل.
الحل

اتبع الخطوات الاآتية:
انقر اأيقونة برمجية اإك�سل، فتظهر نافذة اإك�سل المبينة في ال�سكل )4-3(.  )1(

الخلية  في  الموؤ�شر  �سع  ثم   ،)A العمود  )ليكن  عمودًا  اختر   )2(
للمتغير �س، وهي )-3(، ثم  القيمة الاأولى  )A1(، واكتب 
�سع الموؤ�شر في الخلية )A2(، واكتب القيمة الثانية للمتغير �س، 

وهي )-2.5(.

ظلِّل الخليتين، ثم ا�سحب الموؤ�شر اإلى الأ�سفل حتى تظهر اآخر   )3(
قيمة للمتغير �س، وهي )3( كما في ال�سكل )5-3(.

.)B1( سع الموؤ�شر في الخلية�  )4(

 ،)FORMULAS( ال�سيغ  تبويب  من  دالة  اإدراج  اأداة  اختر   )5(
فيظهر �سندوق الحوار )اإدراج( كما في ال�سكل )6-3(.

∫ÉãŸG3

ال�سكل )4-3(.

ال�سكل )5-3(.
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اختر الدالة )POWER(، ثم انقر زر )موافق(، فيظهر �سندوق )حوار الدالة( كما في ال�سكل   )6(
.)7-3(

 ،)Power( في م�ستطيل )A1( ثم اكتب ،)Number( اكتب اأ�ســا�س القتران ق في م�ستطيل  )7(
.)B1( في الخلية )A1( فتظهر �سورة القيمة ،)ثم انقر زر )موافق

ال�سكل )6-3(.

ال�سكل )7-3(.
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ا�ســحب الموؤ�شر اإلى جميــع الخلايا التي كتبتهــا لتظهر مجموعة   )8(
�سور قيم المتغير �س في العمود )B( كما في ال�سكل )8-3(.

 ،)B(و ،)A( :ظلِّــل العـمــودين  )9(
اإدراج  تبـويــب  مـن  اخــتر  ثـم 
مجموعـة مخططـات نوع المخطط 
ال�سكــل  اخـــتر  ثــم   ،)LINE(
 ،)XY-Scatter( س �س مبعــثر�
ثـم اخــتر نـوع المنحنى كما في 

ال�سكل )9-3(.

انقر زر )موافق(، فيظهر ر�سم القتران:  )10(
ق )�س( = )3(�س بالفترة ]-3،3[ كما في ال�سكل )10-3(.  

ال�سكل )8-3(.

ال�سكل )9-3(.

ال�سكل )10-3(.
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يًا خ�سائ�سه. ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = )2( �س- 1، مُ�ستق�سِ  )1
يًا  ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = )5( �س، �س  ]-3 ، 4[ با�ستخدام برمجية اإك�سل، مُ�ستق�سِ  )2

خ�سائ�سه.
اأيّ الاأ�سكال الاآتية يمثل اقترانًا اأ�سيًّا:  )3

ل الأ�سكال الآتية، ثم اكتب رقم ال�سكل المنا�سب لكل قاعدة من قواعد القترانات، ذاكرًا  تاأمَّ  )4
ال�سبب:

)       ( ق )�س( = )2(– �س   اأ   ( 
)       ( هـ )�س( = )2(�س   ب( 
)       ( ل )�س( = )2()�س + 1 (  جـ( 

á∏Ä°SC’G

)ب( )جـ()اأ(
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¢S

¢U

0

1

1

1-

1-4-5-

2

     2

3

3

4

5

6

7

8

9

42-3-

¢S

¢U

0

1

1

1-

1-4-

2

     2

3

3

4

5

6

7

8

9

42-3-
¢S

¢U

0

1

1

1-

1-4-

2

     2

3

3

4

5

6

7

8

9

4 52-3-

96



Exponential Equationالمعادلة الأ�سيةثالثاً

اإذا كان النمو ال�سكاني في اإحدى المدن يخ�سع لقانون النمو وال�سمحلال، وكان عدد 
�سكان المدينة 27000 ن�سمة عام 2000م، وازداد العدد بانتظام بمعدل 4 % �سنويًّا، فكم كان 

عدد �سكان المدينة عام 1975م، علمًا باأن النمو معطى بالعلاقة:
ع )ن( = ع0 × هـ اأ ن ؟

اأيّ المعادلات الاآتية تُعَدُّ معادلة اأ�سية:
2(  4 = 5 × )2(�س �س100 = 1     )1
4(  )7(�س + 5 = 63 4 = )2(�س     )3

الحل
ا المعادلة: �س100 = 1 فلي�ست اأ�سية؛  المعادلة في كلٍّ من )2( ،و)3(، و)4( هي معادلة اأ�سية، اأمَّ

لاأن الاأ�س فيها لي�س متغيرًا.

∫ÉãŸG1

ما نوع كل معادلة من المعادلات الاآتية:
2(  �س2 – �س = 6 1(  3�س-4 = 8    

4(  )2(�س = 8 3(  �س3 + 4�س2 – 6�س +7 = 12 
ا تعلمته �سابقًا، وت�سمى معادلة اأ�سية، وهي معادلة يظهر فيها  المعادلة )2(�س = 8 هي نوع مختلف عمَّ
، وحلها يعني اإيجاد قيم المتغير فيها، علمًا باأن حل المعادلة الأ�سية يعتمد على اإيجاد  المتغير ب�سورة اأ�سٍّ

مقدارين اأ�سيين مت�ساويين لهما الأ�سا�س نف�سه، مثل: اأ ق )�س( = اأ هـ )�س(.

تعميم
اإذا كان اأ ق)�س( = اأ هـ )�س(، فاإن ق )�س( = هـ )�س(    حيث  اأ ≠ 1

نتيجة
حيث  اأ ≠ 1 اإذا كان اأ ق)�س( = 1، فاإن ق )�س( = 0  
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اأيّ المعادلات الاآتية تُعَدُّ معادلة اأ�سية:
2(  )8(�س + 3 = 2�س )3( �س = 27      )1

4(  �س3 = 4�س  5 × )4( �س = 9     )3

)1(التدريب

حل المعادلات الاأ�سية الاآتية:
2(  )3(�س -2 = 27 7 �س2 – �س = 67      )1

4(  )7(2�س-8 = )5(2�س-8 )5(3�س – 6 = 1      )3
الحل

)7(�س2 – �س = 67  )1
بما اأن الأ�سا�سات في طرفي المعادلة مت�ساوية، فاإن:

�س2 – �س = 6               )م�ساواة الاأ�س�س(
�س2 – �س – 6=0               )طرح 6 من طرفي المعادلة(

)�س – 3( )�س + 2( = 0              )تحليل الطرف الأيمن اإلى العوامل(
�س = 3، �س = -2               )اإيجادجذور المعادلة(

∴   مجموعة الحل = }-2 ، 3{.
)3(�س -2 = 27  )2

)3(�س -2 = )3(3               )تعوي�س 27 = 33(
 �س- 2 = 3               )الاأ�سا�سات مت�ساوية(

        �س = 5             )جمع 2 لطرفي المعادلة(
∴  مجموعة الحل = }5{.  

∫ÉãŸG2
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حل المعادلتين الاأ�سيتين الاآتيتين:
 = )27(2�س + 1

29�س
3�س   )2 )2(�س × )2(3�س + 4 = )32(�س     )1

الحل
)2(�س × )2(3�س + 4 = )32(�س  )1

∫ÉãŸG3

حل المعادلات الاأ�سية الاآتية:
32 = 

�س
) 1

2 (  )2 )5(�س2 = )5(�س     )1
4(  )4(2�س -1 = )8(2�س )7(�س2 –�س  = 1     )3

)2(التدريب

)5(3�س – 6 = 1  )3
        3�س -6 = 0              )نتيجة(

     3�س = 6              )جمع 6 لطرفي المعادلة(
       ∴   �س= 2               )ق�سمة طرفي المعادلة على العدد 3(

       ∴   مجموعة الحل = }2{.

)7(2�س-8 = )5(2�س-8  )4
لحِظ اأن الأ�س�س مت�ساوية والأ�سا�سات مختلفة، واأنه ل يمكن ت�ساوي طرفي المعادلة الأ�سية 

اإلّا في حالة واحدة فقط هي اأن يكون اأ�س كليهما �سفرًا.
= 05 = 1 ، فاإن: بما اأن: 07

  2�س - 8 = 0 ، واإن:             )م�ساواة الاأ�س بالعدد �سفر(
       2�س = 8              )جمع 8 لطرفي المعادلة(

   ∴  �س = 4               )ق�سمة طرفي المعادلة على 2(
   ∴   مجموعة الحل = }4{.
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حل المعادلتين الأ�سيتين الآتيتين:
16 =

 

)4(�س+2
)2(�س   )2 )5(– �س × )5( �س-2 = )125(– �س    )1

)3(التدريب

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.
)4(التدريب

  )2(4�س+ 4 = ) 32 (�س                 )قو انين الاأ�س�س(
 )2( 4�س +4 = )2 5 (�س                 )32 = 52(

 )2( 4�س +4 = )2 (5�س                 )قوانين الاأ�س�س(
4 �س + 4 = 5�س                 )الاأ�سا�سات مت�ساوية(

            4 = �س                   )طرح 4 �س من الطرفين(

      ∴  مجموعة الحل = }4{.

)27(2 �س +1
 
=

 
29�س
3�س  )2

 = )27(2 �س +1                  ))9(2�س = )23(2�س =)3(4�س(
43�س
3�س

 )3(3�س = )27(2 �س +1                  )قوانين الاأ�س�س(
        )3(3�س = )3(6�س +3                            )27 = 33(

    3�س = 6�س + 3                 )الاأ�سا�سات مت�ساوية(
    3�س = -3                   )حل المعادلة الخطية(

       �س = -1
∴  مجموعة الحل = }-1{.
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á∏Ä°SC’G

حل كل معادلة من المعادلات الاآتية:   )1
ب(  )5(�س3 –�س = 1 )2(3�س = 64    اأ   ( 

د  (  )9(�س -1 = )27(�س+1 )3(2�س-1 = 243    جـ( 
حل المعادلات الاآتية:  )2

1
125  = 

 
)5(�س +1

ب(  )25(�س -1 )3(�س-2 × )3(2�س = 27   اأ   ( 

د  (  )3( × 4�س-1 = 12 )2(�س+ 1 = 16    جـ( 
اأثبت اأنه اإذا كان )هـ(�س + 5 = )6( هـ�س ، فاإن �س = 0  )3

اأثبت اأنه اإذا كان )هـ(�س + 21 = 4)هـ(�س ، فاإن )هـ( 2�س = 49  )4
اإذا كانت ع = 500 – 0.5 × )2(0.004�س  تمثل معادلة ال�سعر - الطلب، حيث: �س: عدد   )5
الوحدات  الواحدة، فجد عدد  للوحدة  بالدينار  ال�سعر  ما، ع:  �سلعة  المبيعة من  الوحدات 

المبيعة اإذا كان ال�سعر 492 دينارًا.
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اإذا كانت قـوة الإب�سار المحـددة )ل( لتل�سكـوب طول قطـر عد�سته ق تعطـى بالعلاقـة:
ل= 8.8 + 1.5 لو ق، فجد قيمة قوة الإب�سار المحددة لتل�سكوب طول قطر عد�سته 60 �سم.

تعلمــت في الأ�ســ�س اأن: 32 = 8، 23 = 9، ويمكن التعبير عن ذلك ب�ســورة جديدة ت�ســمى 
ال�سورة اللوغاريتمية.

 3 = 8 
2
فمثـلاًا ي�سمـى العـدد 3 في 32 = 8 لوغاريتـم 8 للأ�سا�س 2، ويكتب لـو

.2 = 9 
3
وفي 23 = 9، ي�سمى العدد 2 لوغاريتم 9 للأ�سا�س 3، ويكتب لـو

اإذا كانــت قيمــة اأ = 10، فــاإن اللوغاريتم ي�ســمى اللوغاريتــم الاعتيــادي )Log( من دون ذكر 
2 الذي يكتب ب�سورة لـو2. 

10
الأ�سا�س، ويكتب ب�سورة لـوجـ، مثل لـو

 ،)Ln( فاإن اللوغاريتم ي�سمى اللوغاريتم الطبيعي ،)ا اإذا كانت قيمة اأ = هـ )العدد النايبيري اأمَّ
 ـجـ.

ه
ويكتب ب�سورة لـو

تتعرف مفهوم اللوغاريتم.  
تتعرف قوانين اللوغاريتمات.  
تتعرف القتران اللوغاريتمي.  

تمثل منحنى القتران اللوغاريتمي بيانـيًّا، وت�ستنتج خ�سائ�سه.  

الاقترانات اللوغاريتمية الف�صل الثاني

النتاجات

Logarithmic Functions

 جـ = ب.
اأ

اإذا كان اأ، جـ عددين حقيقيين موجبين، وكان اأ ≠ 1، فاإن اأب = جـ اإذا )وفقط( اإذا لـو 

Logarithmsاللوغاريتماتاأولا
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عن كلٍّ مما ياأتي بال�سورة اللوغاريتمية: عبِّر
1 = 0)5(  )  2   16 = 4)2(  )  1

100 = 2)10(  )  4   1
9  = 2–3  )  3

الحل
 4 = 16 

2
42 = 16    لـو  )  1

0 = 1 
5
)5(0 = 1    لـو  )  2

2- = 1
9  

3
1    لـو

9  = 2–3  )  3
)10(2 = 100    لـو 100 = 2  )  4

عن كلٍّ مما ياأتي بال�سورة الأ�سية: عبِّر
لـو 0.001 = -3   )  2   6 = 64 

2
لـو  )  1

 3
2  = 8 

4
لـو  )  4   1 = 7 

7
لـو  )  3

الحل
الأ�سا�س = 2، الأ�س= 6   )  1

64 = 6)2(    6 = 64 
2
∴ لـو

الأ�سا�س= 10، الأ�س= -3   )  2
∴ لـو 0.001 = -3    3-10 =  0.001

∫ÉãŸG1

∫ÉãŸG2

عبِّر عن كلٍّ مما ياأتي بال�سورة اللوغاريتمية:
 1
125 = 3-)5(  )  2   3 = 

1
3)27(  )  1

)هـ(0 = 1  )  4   243 = 5)3(  )  3

)1(التدريب
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جد قيمة كلٍّ مما ياأتي: 
 ـهـ2 

ه
لـو  )  2   32 

2
لـو  )  1

لـو 0.01   )  4   3 
9
لـو  )  3

الحل
32 

2
افر�س اأن �س = لـو  )  1

2�س = 32     
2�س = 52     
     �س = 5
5 = 32 

2
      ∴ لـو

 ـهـ2
ه
افر�س اأن �س = لـو  )  2

هـ�س = هـ2     
     �س = 2

 ـهـ2 = 2
ه
      ∴ لـو

∫ÉãŸG3

عبِّر عن كلٍّ مما ياأتي بال�سورة الأ�سية: 
1 = 5 

5
لـو  )  2   4 = 81 

3
لـو  )  1

لـو 10000 = 4  )  4  ـهـ2 = 2  
ه
لـو  )  3

)2(التدريب

الأ�سا�س = 7، الأ�س = 1  )  3
 7 = 17    1 = 7 

7
∴ لـو

3
2 الأ�سا�س = 4، الأ�س =   )  4

8 =  
3
24    3

2  = 8 
4
∴ لـو

)التحويل اإلى ال�سورة الأ�سية(
)52 = 32(

)الأ�سا�سات مت�ساوية(

)التحويل اإلى ال�سورة الأ�سية(
)حل المعادلة الأ�سية(
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3 
9
افر�س اأن �س = لـو  )  3

     3 = 9�س           )التحويل اإلى ال�سورة الأ�سية(
     3 = 23�س           )9 = 23(

           2�س = 1         )الأ�سا�سات مت�ساوية(
1          )ق�سمة طرفي المعادلة على2(

2          �س =  

1
2   = 3 

9
        ∴ لـو

افر�س اأن �س = لـو 0.01  )  4
10�س = 0.01          )التحويل اإلى ال�سورة الأ�سية(     

           10�س = 10-2         )قوانين الأ�س�س(
               �س = -2                   )الأ�سا�سات مت�ساوية(

    ∴ لـو 0.01 = -2

اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
125 

5
2 (  لـو  1-8 

2
1 ( لـو

4 (  لـو 5  2  
8
3 ( لـو

)3(التدريب

اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
1 

5
 1  ،  لـو

3
 1  ،  لـو

2
لـو  )  1

 5 
5
 3  ،  لـو

3
 2  ،  لـو

2
2 (  لـو

ماذا ت�ستنتج؟

)4(التدريب
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اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
2 

2
3 × لـو  )  2   32 

2
لـو  )  1

7 
7
-2 × لـو  )  4   2-7 

7
لـو  )  3

ماذا ت�ستنتج؟

)5(التدريب

ا�ستخدم قوانين اللوغاريتمات في اإيجاد قيمة كلٍّ مما ياأتي: 
1 

11
2 ( لـو   8 

8
1 ( لـو

 125 
5
4 ( لـو   64 

2
3 ( لـو

الحل
)القانون رقم 1(          1 = 8 

8
لـو  )  1

)القانون رقم 1(          0 = 1 
11
لـو  )  2

)القانون رقم 2(           6 = 62 
2
 64 = لـو

2
لـو  )  3

)القانون رقم 2(           3 = 35 
5
 125 = لـو

5
لـو  )  4

∫ÉãŸG4

القانون )2(
ا حقيقيًّا موجبًاا، و اأ ≠ 1، فاإن: اإذا كان )اأ( عددًا

 اأن = ن
اأ

لـو 

القانون )1(
ا حقيقيًّا موجبًاا، و اأ ≠ 1، فاإن: اإذا كان )اأ( عددًا

ا 1 = �سفرًا
اأ 

)1(  لـو 
 اأ = 1

اأ
)2(  لـو 
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جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:
5 

5
 1               2  (  لـو

75
1 ( لـو

1
4  

2
 16               4 (  لـو

2
3 ( لـو

)6(التدريب

الن�شاط )1(
ا على الجدول التالي: جد قيمة ما ياأتي اعتمادًا

8 
2
 4 + لـو

2
لـو  )  2   )8 × 4( 

2
لـو  )  1

4 
2
 16 + لـو

2
لـو  )  4   )4 × 16( 

2
لـو  )  3

ماذا ت�ستنتج؟
1248163264�س

 �س
2
0123456لو

القانون )3(
، و جـ ≠ 1، فاإن: ا حقيقيةًا موجبةًا اإذا كانت اأ، ب، جـ  اأعدادًا

  ب
  اأ + لـو جـ

لـوجـ )اأ × ب( =  لـو جـ

الن�شاط )2(
ا على الجدول التالي: جد قيمة ما ياأتي اعتمادًا

8 
2
 32 - لـو

2
لـو  )  2   32

8   
2
لـو  )  1

2 
2
 64 - لـو

2
لـو  )  4   64

2   
2
لـو  )  3

ماذا ت�ستنتج؟
1248163264�س

 �س
2
0123456لو
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القانون )4(
، و جـ ≠ 1، فاإن: ا حقيقيةًا موجبةًا اإذا كانت اأ، ب، جـ  اأعدادًا

( = لـوجـ اأ - لوجـ ب اأ
ب لـوجـ )

ا�ستخدم قوانين اللوغاريتمات في اإيجاد قيمة ما ياأتي: 
81
27  

3
لـو  )  2   )27 × 81( 

3
لـو  )  1

2 
12
 24 - لـو

12
لـو  )  4   4 

8
 16 + لـو

8
لـو  )  3

الحل
 27              )القانون رقم3(

3
 81 + لـو

3
 )81 × 27( = لـو

3
لـو  )  1

)33 = 27 ،43 = 81(              33 
3
 43 + لـو

3
       = لـو

       = 4 + 3 = 7              )القانون رقم 2(

 27              )القانون رقم 4(
3
 81 - لـو

3
81  =          لـو

27  
3
لـو  )  2

)33 = 27 ،43 = 81(              33 
3
 43 - لـو

3
       = لـو

       = 4 - 3 = 1              )القانون رقم 2(

 )16 × 4(              )القانون رقم 3(
8
 4 = لـو

8
 16 + لـو

8
لـو  )  3

)64( 
8
       = لـو

)28 = 64(               2)8( 
8
       = لـو

       = 2                )القانون رقم 2(

24                )القانون رقم 4(
2  

12
 2 = لـو

12
 24 - لـو

12
لـو  )  4

 12 = 1              )القانون رقم 1(
12
           = لـو

∫ÉãŸG5
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جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:
128
16  

2
(  لـو  2    )64 × 32( 

2
لـو  )  1

(  لـو 50 + لـو 2  4    2 
7
 14 - لـو

7
لـو  )  3

)7(التدريب

اإذا كان لو 2 = 0.3010، فما قيمة لو5؟
ر فكِّ

ما قيمة اأ في الن�شاط رقم )3(؟
ر فكِّ

الن�شاط )3(
ا على الجدول التالي: جد قيمة كلٍّ مما ياأتي اعتمادًا

3 
اأ

2 ( 2 لـو    23
اأ

1 ( لـو 

3
اأ

4 لـو   )  4   43
اأ

3 ( لـو 

3 
اأ

6 ( 5 لـو    53
اأ

5 ( لـو 

 ماذا ت�ستنتج؟

1392781243�س
�س

اأ 
012345لـو 

القانون )5(
ا حقيقيًّا، فاإن: اإذا كان اأ، ب عددين حقيقيين موجبين، و ب ≠ 1، و)ن( عددًا

 اأ
ب
)اأ(ن = ن لـو 

ب 
لـو 
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 3 = -2، فجد قيمة ما ياأتي: 
اأ

اإذا علمت اأن لـو 
 33  

اأ
3 ( لـو    27

اأ 
2 ( لـو    53

اأ 
لـو   )  1

الحل
 3            )القانون رقم 5(

اأ
 53    = 5 × لـو 

اأ
لـو   )  1

10- = 2- × 5 =            
)33 = 27(               33 

اأ
27   = لـو 

اأ 
لـو   )  2

 3              )القانون رقم 5(
اأ

            = 3 × لـو 
6- = 2- × 3 =            

            )قوانين الأ�س�س(
3
2)3( 

اأ
33 = لـو   

اأ
( لـو   3

 3           )القانون رقم 5(
اأ

3  × لـو 
2   =            

 3- = 2- ×  3
2   =            

∫ÉãŸG6

 2 = 3، فجد قيمة ما ياأتي:
اأ

اإذا علمت اأن لـو 
) 1

8 ( 
اأ

لـو   )  2   ) 2  ( 
اأ

لـو   )  1

3 
اأ

 6 - لـو 
اأ

لـو   )  4   ) 2 4( 
اأ

لـو   )  3

)8(التدريب

الن�شاط )4(
جد ناتج ما ياأتي:

64 
2
2 ( لـو    8 

2
 64 × لـو

8
لـو  )  1

 625 
5
4 ( لـو    25 

5
 625 × لـو

25
لـو  )  3

ماذا ت�ستنتج؟
110



القانون )6(
، و ب ≠ 1، و جـ ≠ 1، فاإن: ا موجبةًا اإذا كانت اأ، ب، جـ اأعدادًا

اأ
جـ
ب = لـو 

جـ
اأ × لـو 

ب
لـو 

 8 
7
 49 × لـو

8
جد ناتج ما ياأتي: لـو

الحل
 49          )القانون رقم 6(

7
 8 = لـو

7
 49 × لـو

8
لـو

)27 = 49(                    27 
7
          = لـو
2 =          

∫ÉãŸG7

6 
3
 2 × لـو

6
 27 × لـو

2
جد ناتج ما ياأتي: لـو

)9(التدريب

 اأ ؟
ب
  ب ،  لـو 

اأ
ما العلاقة بين لـو 

ر فكِّ

جد قيمة تقريبية )اإلى اأقرب منزلتين ع�شريتين( لكلٍّ مما ياأتي با�شتخدام الآلة الحا�شبة:
7 

2
3 ( لـو    7.5  

2 ( لـو هـ لـو673     )  1
الحل

لإيجاد لـو 673، اتبع الخطوات الآتية:  )  1
ا�سغط على زر )Log( كما في ال�شكل )3- 11(.  ) اأ 

∫ÉãŸG8

ال�شكل )3- 11(.

7.5 2.014903021111



اأدخل العدد 673. ب ( 
لـو 673 ≈ 2.83 ج ـ( 

ا�سغط على زر )ln(، كما في ال�شكل )12-3(.  )  2
2.01 ≈ 7.5   

لـو هـ  

 7 × لو2 = لو7             )القانون رقم 6(
2
لـو  )  3

لـو 7               )ق�سمة الطرفين على لـو2(
لـو 2  = 7 

2
لـو

0.845
0.301  =            

ال�شكل )12-3(.

جد قيمة تقريبية )اإلى اأقرب منزلتين ع�شريتين( لكلٍّ مما ياأتي با�شتخدام الآلة الحا�شبة:
6 

5
 5.7                           3 ( لو

هـ
لو372                           2 ( لـو  ) 1

)10(التدريب

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.
)11(التدريب

7.5 2.014903021

112



á∏Ä°SC’G

عبِّر عن كلٍّ مما ياأتي بال�سورة اللوغاريتمية:  )  1

7 = 
1
جـ ( 249   164 ب( 3-4 =     125 = 35  ) اأ 

عبِّر عن كلٍّ مما ياأتي بال�سيغة الأ�سية:  )  2

1 = 5 
5
جـ ( لـو    1

2  = 2 
4
ب( لـو    5 = 32 

2
لـو  ) اأ 

جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )  3
 1

27  
3
ب( لـو    625 

5
لـو  ) اأ 

 هـ2
هـ
د  ( لـو  1 + لـو 1000 

25
لـو ج ـ( 

جد ناتج ما ياأتي:  )  4
 10 × لو 25

5
( × لو 27

81 ( 
3
ب( لـو   )625 × 25( 

5
لـو  ) اأ 

49 
7
 3 + لـو

9
د  ( لـو 60  – لـو 6   هـ( 2لـو   3 

6
 2 + لـو

6
لـو ج ـ( 

اإذا كان لـو 2 = 0.3010، لـو 3 = 0.4771، فجد:  )  5
ب( لـو 1.5 لـو 6     ) اأ 

3 
2
د  ( لـو جـ( لـو4    

اكت�شف الخطاأ ثم �شححه في كلٍّ مما ياأتي:  )  6
   4 

6
 2 + لـو

6
 )2 + 4( = لـو

6
ب( لـو   7 

3
 9 × لـو

3
 ) 9×27( = لـو

3
لـو  ) اأ 

  9 
3
 9(2 = 2 × لـو

3
د  ( )لـو   4 

2
 2 × لـو

2
 )2× 4( = لـو

2
لـو ج ـ( 

32 
8
لـو

4 
8
لـو  = ) 32

4 ( 
8
و  ( لـو   4 

2
 8 – لـو

2
 )8 – 4(= لـو

2
لـو ه ـ( 
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ثانياً
 The Logarithmic Functions andالاقتران اللوغاريتمي وخ�صائ�صه

its Properties

ل الاأ�سكال الاآتية, ثم بيِّن نوع الاقتران المر�سوم في كلٍّ منها: تاأمَّ

ل )�س( اقترانًا لوغاريتميًّا اإذا )وفقط( اإذا كان ل )�س( = بق)�س(,  ي�سمى الاقتران ق )�س( = 
حيث ب ≠ 1, ب < 0

ل )�س( < �سفر

)1()2()3(

تعرفت اأن �س= ق )�س( = )2(�س هي اقتران اأ�سي. وبالتحويل اإلى ال�سيغة اللوغاريتمية, 
فاإن:

وفي ما ياأتي بع�س الاقترانات اللوغاريتمية:
2( هـ)�س( = لـو )2�س - 3(   )�س + 1(   

2
1(  ق )�س( = لـو

�س
هـ 
3(  ل )�س( = لـو

اأعطِ ثلاثة اأمثلة على اقترانات لوغاريتمية.

 �س, فجد: ق )1(, ق )2(, ق )4(.
2
اإذا كان ق )�س( = لـو

الحل
 1 = �سفرًا

2
ق )1( = لـو

1 = 2 
2
ق )2( = لـو

2 = 4 
2
ق )4( = لـو

∫ÉãŸG1
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.) 1
3  �س, فجد:ق )1(, ق )43(, ق )

3
اإذا كان ق )�س( = لـو

)1(التدريب

د المجال لكل اقتران لوغاريتمي مما ياأتي: حدِّن
 )4 – �س2(

7
2( ل )�س( = لـو م )�س( = لـو )�س – 1(      )1

الحل

لتحديد مجال الاقتران اللوغاريتمي, يجب اأن يكون ما في داخل اللوغاريتم موجبًا:  )1
∴ �س - 1 < 0

وبحل المتباينة, فاإن: �س < 1
ولهذا فاإن مجال الاقتران هو المجموعة ف = }�س: �س ∋ ح,  �س < 1{ = )1,∞(.

 )4 – �س2(
7
ل )�س( = لـو  )2

لتحديد مجال الاقتران اللوغاريتمي, يجب اأن يكون ما في داخل اللوغاريتم موجبًا:  ) اأ 
∴ 4 – �س2 < 0   

جد اأ�سفار الاقتران داخل اللوغاريتم: ب ( 
)4 – �س2( = 0            )ما في داخل اللوغاريتم = 0(

)2– �س( )2+ �س( = �سفرًا          )تحليل الفرق بي مربعي(
ا 2 – �س = �سفرًا, ومنها �س = 2 ∴ اإمَّ

ا 2 + �س = �سفرًا, ومنها �س = - 2 واإمَّ
ابحث في اإ�سارة المقدار داخل اللوغاريتم, واختر المنطقة الموجبة:

- - - - - -+ + +
22-

  

∴ المجال = }�س: �س ∋ ح, -2 > �س > 2{ = )-2,2(.   

∫ÉãŸG2
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د المجال لكل اقتران مما ياأتي: حدِّن
2 ( ل )�س( = لـو )�س2 – 5 �س + 6( 1 ( ق )�س( =   )3�س – 6(  

3 ( هـ )�س( = لـو )�س2 + 1(

)2(التدريب

 �س.
2
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = لـو

الحل
 ,1 , 1

2  , 1
4  , 1

8 اختر مجموعة من قيم �س بحيث تكون قوى للاأ�سا�س 2, وليكن �س =   )1(
.8 ,4 ,2

جد قيم ق )�س( للقيم المختارة على النحو الاآتي:  )2(
3 - = 3-2 

2
1 = لـو

8  
2
(=  لـو 1

8 ق )  ) اأ 
2- = 2-2 

2
1 = لـو

4  
2
( = لـو 1

4 ق ) ب ( 
1- = 1-2 

2
1 = لـو

2  
2
( = لـو 1

2 ق )  ) ج ـ
0 = 1 

2
ق )1( = لـو  ) د 

1 = 2 
2
هـ  ( ق )2( = لـو

2 = 22 
2
 4 = لـو

2
ق )4( = لـو  ) و 

3 = 32 
2
 8 = لـو

2
ز   ( ق )8( = لـو

اأن�سئ جدولًا يحوي قيم �س المختارة, وقيم ق )�س( المح�سوبة.  )3(
84211�س

2
1
4

1
8

2 �س
-3-2-32101ق )�س( = لـو

∫ÉãŸG3

لماذا ا�ستُثنِيت القيمتان: -2, و2 من المجال؟
ر فكِّ

)3- = 1 * 3- = 2
2
2-3 = -3 لـو

2
)لـو
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عيِّن الاأزواج المرتبة )�س, ق)�س(( في الم�ستوى البياني.  )4(
ل النقاط بع�شها ببع�س بخط منحنٍ اأمل�س كما في ال�شكل )13-3(. �شِ  )5(

ا ياأتي: معتمدًا ال�سكل )3-13(, اأجب عمَّ
د مجال الاقتران ق ومداه. حدِّن  )1
ما المقطع ال�سيني لمنحنى ق؟  )2

ما المقطع ال�سادي لمنحنى ق )اإن وجد(؟  )3
هل الاقتران ق اقتران واحد لواحد؟  )4

هل منحنى الاقتران متزايد اأم متناق�س؟  )5

 �س, ثم ا�ستق�سِ خ�سائ�سه.
3
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = لـو

)3(التدريب

ا ياأتي: معتمدًا ال�سكل )3-14( الذي يمثل الر�سم البياني لمنحنى الاقتران ق )�س( = لـو�س, اأجب عمَّ
ما مجال الاقتران ؟ ما مداه؟  )1

ما المقطع ال�سيني لمنحنى ق؟  )2
ما المقطع ال�سادي لمنحنى ق؟  )3

هل الاقتران ق اقتران واحد لواحد؟  )4
هل منحنى الاقتران ق متزايد اأم متناق�س؟  )5

الحل
مجال الاقتران ق هو مجموعة الاأعداد الحقيقية الموجبة �س < 0 , ومداه ح.  )1

2( المقطع ال�سيني للمنحنى ق هو �س = 1.
3(  لا يقطع المنحنى ق محور ال�سادات.

4(  نعم, الاقتران ق هو اقتران واحد لواحد.
5(  منحنى الاقتران ق متناق�س.

∫ÉãŸG4

ال�سكل )14-3(.

ق )�س(

ال�سكل )13-3(.

�س
2
ق )�س( = لـو

1 
2
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�س يمتاز بالخ�سائ�س الاآتية: يتبي من الاأمثلة والتدريبات ال�سابقة اأن الاقتران ق )�س( = 
مجال الاقتران ق )�س( هو مجموعة الاأعداد الحقيقية الموجبة.  )1

مدى الاقتران ق )�س( هو مجموعة الاأعداد الحقيقية.  )2
منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )0,1(.  )3

الاقتران ق هو اقتران واحد لواحد.  )4
منحنى ق لا يقطع محور ال�سادات.  )5

تعلمت في در�س �سابق ر�سم منحنى الاقتران الاأ�سي والاقتران الاأ�سي الطبيعي با�ستخدام برمجية 
اإك�سل, ويمكنك الاآن ر�سم منحنى الاقتران اللوغاريتمي والاقتران اللوغاريتمي الطبيعي با�ستخدام 

البرمجية نف�سها.

�س, �س ∋ ]0.5, 8[ با�ستخدام برمجية اإك�سل.
2
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = لـو

الحل

اتبع الخطوات الاآتية:
انقر اأيقونة برمجية اإك�سل.  )1(

واكتب   ,)A1( الخلية  في  الموؤ�شر  �سع  ثم   ,)A العمود  )ليكن  عمودًا  اختر   )2(
 ,)A2( الخلية  في  الموؤ�شر  �سع  ثم   ,)0.5( وهي  �س,  للمتغير  الاأولى  القيمة 

واكتب القيمة الثانية للمتغير �س, وهي )1(.
ظلِّنل الخليتي, ثم ا�سحب الموؤ�شر اإلى الاأ�سفل حتى تظهر اآخر قيمة للمتغير �س,   )3(

وهي )8( كما في ال�سكل )15-3(.
.)B1( سع الموؤ�شر في الخلية�  )4(

∫ÉãŸG5

ال�سكل )15-3(.

 �س, ثم ا�ستق�سِ خ�سائ�سه.
1
3
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = لـو

)4(التدريب
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من تبويب ال�سيغ )FORMULAS(, اختر اأداة اإدراج دالة, فيظهر �سندوق الحوار )اإدراج(   )5(
كما في ال�سكل )16-3(.

اختر الدالة )LOG(, ثم انقر زر )موافق(, فيظهر �سندوق )حوار الدالة( كما في ال�سكل   )6(
.)17-3(

ال�سكل )16-3(.

ال�سكل )17-3(.
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ال�سكل )18-3(.

اكتب )A1( في م�ستطيل )Number(, ثم اكتب )2( في م�ستطيل   )7(
)Base(, ثم انقر زر )موافق(, فتظهر �سورة القيمة )A1( في الخلية 

.)B1(

ا�سحب الموؤ�شر اإلى جميع الخلايا التي كتبتها لتظهر مجموعة �سور قيم   )8(
المتغير �س في العمود )B( كما في ال�سكل )18-3(.

ظلِّنــل العموديــن: )A(, و)B(, ثم اخــتر من تبويــب اإدراج مجموعة   )9(
مخططات نــوع المخطــط )LINE(, ثم اختر ال�سكـل �ــس �س مبعثر 

)XY-Scatter(, ثم اختر نوع المنحنى كما في ال�سكل )19-3(.

�س, �س ∋ ]0.5, 8[ كما في  
2
انقر زر )موافق(, فيظهر ر�سم منحنى الاقتران:ق )�س( = لـو  )10(

ال�سكل )20-3(.

ال�سكل )19-3(.

ال�سكل )20-3(.

�س, �س ∋ ]1, 9[ با�ستخدام برمجية اإك�سل. 
3
ار�سم منحنى الاقتران اللوغاريتمي ق )�س( = لـو

)5(التدريب



121
ال�سكل )22-3(.

∫ÉãŸG6

ال�سكل )21-3(.

با�ستخدام برمجية   ]8 ,0.5[  ∈ �س, �س  ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = 
اإك�سل.

الحل
اتبع الخطوات الاآتية:

انقر اأيقونة برمجية اإك�سل.  )1(
اختر عمودًا )ليكن العمود A(, ثم �سع الموؤ�شر في الخلية )A1(, واكتب القيمة   )2(
الاأولى للمتغير �س وهي )0.5(, ثم اكتب القيمة الثانية للمتغير �س, وهي )1(.

ظلِّنل الخليتي, ثم ا�سحب الموؤ�شر اإلى الاأ�سفل حتى تظهر اآخر قيمة للمتغير   )3(
�س, وهي )8( كما في ال�سكل )21-3(.

.)B1( سع الموؤ�شر في الخلية�  )4(
من تبويب ال�سيغ )FORMULAS(, اختر اأداة اإدراج دالة, فيظهر �سندوق الحوار )اإدراج(   )5(

كما في ال�سكل )22-3(.



122

ال�سكل )23-3(.

اختر الدالة )Ln(, ثم انقر زر )موافق(, فيظهر �سندوق )حوار الدالة( كما في ال�سكل )23-3(.  )6(

اكتب )A1( في م�ستطيـل )Number(, ثم انقر زر )موافــق(,   )7(
.)B1( في الخلية )A1( فتظهــر �ســورة القيمة

مجموعة  لتظهر  كتبتها  التي  الخلايا  جميع  اإلى  الموؤ�شر  ا�سحب   )8(
�سور قيم المتغير �س في العمود )B( كما في ال�سكل )24-3(.

اإدراج  تبويب  من  اختر  ثم   ,)B(و  ,)A( العمودين:  ظلِّنل   )9(
ال�سكل  اختر  ثم   ,)LINE( المخطط  نوع  مخططات  مجموعة 
�س �س مبعثر )XY-Scatter(, ثم اختر نوع المنحنى كما في 

ال�سكل )25-3(.

ال�سكل )25-3(.

ال�سكل )24-3(.
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ال�سكل )26-3(.

ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( =  )�س + 2(, �س ∋ ]0, 4[ با�ستخدام برمجية اإك�سل.
)6(التدريب

)10(  انقر زر )موافق(, فيظهر ر�سم منحنى الاقتران:
�س, بالفترة ]0.5, 8[ كما في ال�سكل )26-3(. ق )�س( = 
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á∏Ä°SC’G

ا ياأتي: )�س-2(, فاأجب عمَّ
3
اإذا كان ق )�س( = لـو  )1

(؟ 7
3 ما قيمة كلٍّ من: ق )3(, ق )11(, ق )29(, ق )  ) اأ 

د مجال الاقتران ق. حدِّن ب ( 
ما اإحداثي نقطة تقاطع منحنى ق مع محور ال�سينات؟  ) ج ـ

ما مدى الاقتران ق؟  ) د 
د خ�سائ�سه. )�س+1(, ثم حدِّن

2
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س(= لـو  )2

 )�س+3( �س ∋ ]-2, 7[ با�ستخدام برمجية اإك�سل. 
2
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س(= لـو  )3

د المجال لكل اقتران مما ياأتي: حدِّن  )4

)4�س+12(.
9
ل )�س( = لـو  ) اأ 

م )�س( = لـو )�س2 – �س(.  ) ب 
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اأكمل الجدول الاآتي:  )  1

ال�سورة اللوغاريتميةال�سورة الاأ�سية 
اأ   ( 43 = 81 

1 ب( 
2  = 2 

4
لـو

1
8 جـ(  3-2 = 

 1 = 0 د  ( 
5
لـو

 )�س+2(:
2
اإذا كان ق )�س( = )2(�س × لـو  )  2

جد: ق)0(, ق)2(, ق)6(.  ) اأ 
جد قيمة �س حيث ق )�س( = �سفرًا. ب( 

ما اإحداثي نقطة تقاطع منحنى ق مع محور ال�سينات؟  ) ج ـ

حل كلاًّ من المعادلات الاآتية:  )  3
ب(  )8(2�س = )4(�س - 3  )5(3�س - 6 = 125     ) اأ 

د (  )هـ(�س-1 = )هـ(2 )7(�س9-2 = 1     ) ج ـ
4

)8(�س + 1 و (  )8(�س =  )3(�س -2 = )9(�س + 2    ) ه ـ

(  اأ   ( اإذا علمـت اأن ق )�س( = اأ × ب�س, واأن ق )0( = 5, واأن ق )1( = 10, فجـد قيمـة   4
كلٍّ من اأ , ب. 

 3ن = 5, فجد قيمة )2(ن.
3
اإذا علمت اأن لـو  ) ب 

ن.
4
اإذا علمت اأن )2(ن = 16, فجد لـو  ) ج ـ

(  اأ   ( ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = )3(�س-2, ثم ا�ستق�سِ خ�سائ�سه.  5
 �س.

1
4
ار�سم منحنى الاقتران ق )�س( = لـو  ) ب 

IóMƒdG á∏Ä°SCG
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جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )  6

27 
9
 3 × لـو

27
ب(  2 لـو       

16 2
لـو

4 
2
لـو  ) اأ 

9 
2
1 لـو

2   ×  10
7  

3
20  –  لـو

7  
2
لـو  ) ج ـ

جد قيمة كلٍّ مما ياأتي با�ستخدام الاآلة الحا�سبة:  )  7
1

57 ب(         
1
5)6-(  ) اأ 

د   (  10 لـو 0.032       ) ج ـ
7 

5
هـ ( لـو

اأودع زيد مبلغ 3000 دينار في م�شرف مدة 15 �سنة بفائدة مركبة قدرها 8 % �سنويًّا. جد   )  8
جملة المبلغ بعد انق�ساء هذه المدة.

اإذا كان لـو2 = �س, لـو3 = �س, فاكتب ما ياأتي بدلالة �س, �س:  )  9
ب(  لـو 1.5 لـو 12        ) اأ 

 32 × لـو 3
3
د  ( لـو جـ ( لـو 60      

اإذا كانت العلاقة بي عدد عنا�شر البكتيريا ع في تجمع جرثومي والزمن ن تعطى بالعلاقة:   ) 10
عدد  لي�سل  اللازمة  ال�ساعات  عدد  فما  بال�ساعات,  الزمن  ن:  حيث  )2(ن,   ×  8  = ع 

البكتيريا في هذا التجمع اإلى 512 عن�شًرا؟
اأربعة  فقرة  لكل  متعدد,  من  الاختيار  نوع  من  فقرة  ع�شرة  اإحدى  من  ال�سوؤال  هذا  يتكون   ) 11

بدائل, واحد منها فقط �سحيح. �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:
3 هي:

2   = 27 
9
)1( ال�سورة الاأ�سية للمعادلة لـو

 27 = 
2
ب( )9(3    27 = 2

3)27 ( اأ   ( 

27 = 
3
د  ( )9(2    9 = 3

جـ(  ) 27(7
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 = 4 هي:
2
)2( ال�سورة اللوغاريتمية للمعادلة )8(3

2
3  = 8 

4
ب( لـو   2

3  = 4 
8
لـو اأ   ( 

3
2  = 4 

8
د  ( لـو   8 = 2

3  
4
جـ( لـو

 32 ت�ساوي: 
2
 + لـو

1
)3( قيمة المقدار )-27(3

د  ( 7  جـ( 8    ب( 2    اأ   ( 3   
)4( مجموعة قيم )�س( التي تحقق المعادلة 3�س × 9�س-2 = 23�س هي:

د  ( }4{  جـ( }-4{   ب( }2{   اأ   ( }3{   
 )�س - 1(, فاإن ق )2( ت�ساوي:

3
)5( اإذا كان ق )�س( = 3�س+ لـو

د  ( 0 جـ( 6    ب( 7    اأ   ( 8   
اإذا كان الاقتران ق )�س( = 3× ل�س, وكان ق)�س( يمر بالنقطة )1, 6(, فاإن قيمة الثابت   )6(

ل ت�ساوي:
د   (2  جـ( 3    ب( 1    اأ   ( 6   

 3 + لـو 10-3 ت�ساوي: 
3
قيمة المقدار 2لـو  )7(

د   ( 1 جـ( -2   ب( -1   اأ   ( 2   
 م = 5, فاإن قيمة م ت�ساوي:

2
 )2(3 ×  لـو

8
اإذا كان لـو  )8(

د   ( 5  جـ( 8    ب( 2    اأ   ( 32   
المقطع ال�سادي للاقتران ق )�س( = لـو )�س+10( ي�ساوي:  )9(

د   ( لا يوجد   جـ( 1    ب( �سفرًا   اأ   ( 10   
)10( مجال الاقتران ق )�س( = لـو )�س - 1( هو:

ب( ف = }�س: �س ∋ ح, �س > 1{  اأ   ( ف = }�س: �س ∋ ح, �س < 0{  
د  ( ف = }�س: �س ∋ ح, �س > 0{  جـ( ف = }�س: �س ∋ ح, �س < 1{  

, فاإن  32 ي�ساوى: 1
3 )11( * اإذا كان   2 =  

 5
3 د  (     3

5 جـ( -  ب( 5    اأ   ( 2   
)*( ال�سوؤال من اأ�سئلة الاختبارات الدولية.



تُعَدُّ جزءًا من علم الجبر، والتي  التي  الريا�ضية  المو�ضوعات  المتتاليات والمت�ضل�ضلات هي من 
يُعتمَد عليها في اكت�ضاف العلاقات التي تربط مجموعة اأعداد بع�ضها ببع�ض، مما ي�ضاعد على تنمية 
العديد من  المو�ضوع في  باأنه توجد تطبيقات عملية مهمة لهذا  للمتعلم، علمًا  الريا�ضي  التفكير 
المجــالت, مثل: الح�سـابات الخا�ســة ب�سقــوط الأج�سـام وارتدادهـا, والنمـو ال�سكـاني, والحركة 

البندولية, وح�ساب النمو في ال�ستثمارات المالية.

المتتاليات والمت�سل�سلات 
الح�سابية والهند�سية

4

CG

الوحدة
الرابعة



يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة اأن يكون قادرًا على: 

تحديد خ�سائ�ص المتتاليات الح�سابية والهند�سية.  
تمييز المتتاليات الح�سابية والهند�سية بع�سها من بع�ص.  

ها العام. كتابة حدود متتالية عُلِم حدُّ  
اإيجاد الحد العام لمتتالية اإذا عُلِم بع�ص حدودها.  

اإيجاد مجموع مت�سل�سلة ح�سابية اأو هند�سية منتهية.  
اإيجاد مجموع مت�سل�سلة هند�سية تقاربية غير منتهية.   

حل م�سائــل تت�سمن تطبيقات عملية علــى مواقف حياتية ذات   
�سلة بالمو�سوع, مُبرِّرًا الحل.

Arithmetic and Geometric
Sequences and Series



تتعرف المتتالية.  
ها العام. تكتب بع�ص حدود متتالية عُلِم حدُّ  

تجد الحد العام لمتتالية عُلِم بع�ص حدودها.  
تتعرف المت�ضل�ضلة.  

ت�ستخدم رمز المجموع في التعبير عن مت�سل�سلة معطاة.  
تكتب حدود مفكوك مت�سل�سلة.  

المتتاليات والمت�سل�سلات الف�سل الأول

النتاجات

Sequences and Series

انظر اإلى مجموعات الأعداد الآتية:
. ...،11،9،7،5،3 )1
. ...،10،8،6،4،2 )2

. 25،16،9،4،1 )3
. 25،20،15،10،5 )4

لحِظ اأن كلًّ منها هي مجموعة من الأعداد المرتبة ترتيبًا معينًا. فمثلً عنا�صر المجموعة )1( 
كاملة،  مربعات   )3( المجموعة  وعنا�صر  زوجية,  اأعداد   )2( المجموعة  وعنا�صر  فردية,  اأعداد 

Sequenceالمتتاليةاأول

في   )TIMSS( والعلوم  للريا�سيات  الدولية  الدرا�سة  في  الأردنَّ  الثامن  ال�سف  طلبةُ  مَثَّل 
الأعوام 1999م، 2003م ، 2007م:

هل ت�ستطيع تحديد ال�سنة التي �سارك  فيها الأردن في هذه الدرا�سة مرة رابعة؟ 	
اإذا ا�ستمرت م�ساركة الأردن في هذه الدرا�سة, ففي اأيّ �سنة �ستُعقَد الدرا�سة مرة عا�صرة؟ 	
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وعنا�صر المجموعة )4( هي م�ضاعفات للعدد 5.
ا, فاإن المتتالية  ا كان ترتيب عنا�صر المتتالية مهمًّ ت�سمى كل مجموعة من هذه الأعداد متتالية. ولمََّ
ا, ويرمز اإلى الحد  )8,6,4,2( تختلــف عــن المتتاليــة )6,8,4,2(, وي�سمــى كل عدد منها ح��دًّ

الـمُرتَّب ن بالرمز ح ن، وي�ضمى الحد العام اأو الحد النوني للمتتالية.

فمثلً )9,7,5,3( ت�سمى متتالية, والعدد 3 هو حدها الأول, ويرمز اإليه بالرمز ح1، ورتبته1، 
والعدد 5 هو حدها الثاني, ويرمز اإليه بالرمز ح2، ورتبته 2، والعدد 7 هو حدها الثالث, ويرمز 

اإليه بالرمز ح3، ورتبته 3, وهكذا؛ ما يعني اأن هذه المتتالية تتكون من: ح1، ح2، ح3، ح4.

بما اأن المتتالية هي اقتران, فاإن لكل عدد �سحيح موجب )ن( �سورة واحدة فقط في المدى هي 
ح ن كما في الجدول الآتي:

المجال1234نرتبة الحد
المدى3579ح نقيمة الحد

المتتالية
اقتران مجاله مجموعة الأعداد ال�سحيحة الموجبة )ت�سمى في هذه الحالة متتالية غير منتهية(, اأو 
مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد ال�سحيحة الموجبة ب�سورة }1، 2، 3، 000, ن{ )ت�ضمى 

في هذه الحالة متتالية منتهية(.

في المتتالية: 5، 10، 15، 20، 25، 30، 35:
2(  ما رتبة الحد الذي قيمته 20؟ ما قيمة: ح3، ح5، ح6؟      )1

4(  ما مدى القتران الدال على هذه المتتالية؟ ما مجال القتران الدال على هذه المتتالية؟   )3
الحل

تُقارَن المتتالية:  5 ،10 ،15 ، 20 ، 25 ،30 ،35 بالمتتالية:  ح1،ح2،ح3، ح4،ح5،ح6،ح7،  )1
فيكون ح3= 15،ح5= 25،ح6 = 30

∫ÉãŸG1
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في المتتالية: 1 ، 3 ، 6 ، 10 ، 15 ، 21 ، 28 ،000:
ما قيمة:ح2  ،  ح4؟  )1

ما رتبة الحد الذي قيمته 28؟  )2

)1( التدريب  

جد الحد العام للمتتالية: 2 ،4 ،6 ،8 ، 10، 000 
الحل

يمكن اإعادة كتابة حدود المتتالية على النحو الآتي:
2 = 1 × 2
4 = 2 × 2
6 = 3 × 2
8 = 4 × 2

10 = 5 × 2
لحِظ اأن العدد 2 واإ�سارة )×( يتكرران في كل حد, واأن

الذي يتغير من حد اإلى اآخر هو الأعداد: 1، 2 ،3 ،4 ،5؛
فالحد ال�ساد�ص )ح6( هو 2 × 6 = 12, والحد العا�صر )ح10( هو 2×10=20،

 والحد العام هو )ح ن ( = 2×ن = 2ن.

∫ÉãŸG2

1 × 2

2468  10

2 × 2
3 × 2

4 × 2
5 × 2

رتبة الحد 20 هي 4؛ لأن ترتيب الحد 20 هو الرابع في المتتالية.  )2
مجال القتران الدال على المتتالية هو: }1، 2، 3، 4، 5، 6، 7{.  )3

مدى القتران الدال على المتتالية هو: }5، 10، 15، 20، 25، 30، 35{.  )4
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جد الحد العام للمتتاليات الآتية:
000 ،9 ،7 ،5 ،3 ،1 )2  000 ،

 
1
4  ،

 
1
3  ،

 
1
2  ،1  )1

000 ،15 ،8 ،3 ،0 )4   000، 64 ، 27 ، 8 ، 1  )3

)2(التدريب

جد الحد العام للمتتالية: 5، 10، 15، 20، 25، 000 
الحل

ح2 = 5 × 2 = 10 ح1 = 5 × 1 = 5  
ح4= 5 × 4 = 20 ح3 = 5 × 3 = 15  

ح5= 5 × 5 = 25 
ح ن = 5 × ن = 5ن

اأي اإن قيمة الحد ت�ساوي حا�سل �صرب رتبته في العدد 5

∫ÉãŸG3

 
ن

ن2 + 1 اكتب الحدود الخم�سة الأولى للمتتالية التي حدها العام: حن = 
الحل

لإيجاد حدود المتتالية, يجب التعوي�ص في قاعدة الحد العام:
2
5   =

  
2

1 + 2)2( ح2 =     ، 1
2   =  1

1 + 2)1( ح1 = 

4
17   =

 
4

1 + 2)4( ح4 =     ،
 

3
10   =

  
3

1 + 2)3( ح3 = 

 
5

26  =
  

5
1 + 2)5( ح 5 = 

∫ÉãŸG4

،

،
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جد الحدود الخم�سة الأولى لكلٍّ من المتتاليات الآتية:
،  ح ن = ح ن-1 - 5  3- = 1

ح  )1

 ح ن-1
 

3
10 ،  ح ن   =     2 = 1

ح  )2

)4(التدريب

جد الحد العام للمتتالية: 1، 2، 4، 8، 16، 000

)5(التدريب

اكتب الحدود الخم�سة الأولى للمتتالية التي فيها ح1= 5، ح ن = 2حن-1 +3 , ن ≤2
الحل

الحد الأول معطى, وهو ح1= 5.
يتبين من قاعدة الحد العام للمتتالية اأن ح�ساب قيمة اأيّ حد في المتتالية يعتمد على معرفة قيمة الحد 

ال�سابق له:
ح2 = 2)ح1( +3                    )التعوي�ص في القاعدة: ح ن = 2حن-1 +3(

ح2 = 2)5( +3 = 13                 )تعوي�ض ح 1 = 5(

ح3 = 2)13( +3 = 29                 )تعوي�ض ح2 = 13(

ح4 = 2)29( +3 = 61                 )تعوي�ض ح3 = 29(

ح5 = 2)61( +3 = 125                 )تعوي�ض ح4 = 61( 

∫ÉãŸG5

اكتب الحدود الخم�سة الأولى للمتتالية التي حدها العام: حن = )5ن - 1(.
)3(التدريب
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á∏Ä°SC’G

1(    جد الحدود الخم�سة الأولى لكلٍّ من المتتاليات التي حدها العام:
ح ن = ن3     اأ   ( 

ح ن = 7 + 2 ن ب( 

ح ن = 2ن – 1    جـ( 
(ن 2

3 ح ن =  ) د  ( 
،  ح1 = -3    ,  ن ≤ 2 ح ن = ح ن-1 + 1  هـ ( 

،  ح1 = 81    ,  ن ≤ 2 حن -1  
 

1
3 ح ن =  و  ( 

اكتب الحد العام لكل متتالية من المتتاليات الآتية:  )2
3

16  ،
 

3
8  ،

 
3
4  ،

 
3
2     ب( 

 
4
5  ،

 
3
4  ،

 
2
3  ،

 
1
2 اأ   ( 

16-، 8-، 4-، 2-،1- 5 ، -5 ، 5 ، -5 ، 5 ، 000    د  (  جـ( 
4) 1

2 ( ، 3) 1
2 ( ، 2) 1

2 ( ،
 

1
2 -4 ، 4 ، -4، 4 ، -4 ،000    و (  هـ ( 

جد الحد الثمانين للمتتالية: 0، 3، 8، 15، 24، 000  )3
ر اإجابتك. هل متتالية الأعداد الزوجية منتهية ؟ برِّ  )4

اأخبر معلم الريا�سيات طلبته اأن امتحان الريا�سيات �سيكون بتاريخ 10/30, علمًا باأن 10/1   )5
ي�سادف يوم الأحد:

ن متتالية منتهية تدل على تواريخ اأيام الأحد في �سهر10. كوِّ اأ   ( 
في اأيّ اأيام الأ�سبوع �سيكون موعد المتحان؟ ب( 

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ص.  )6
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ا من المقاعد المرتبة في �سفوف. فاإذا كان عدد مقاعد ال�سف الأول  يحوي م�صرح 20 �سفًّ
14 مقعدًا, والثاني 16 مقعدًا, والثالث 18 مقعدًا, وهكذا, فما عدد المقاعد في الم�صرح؟

Seriesالمت�سل�سلةثانيا

اكتب المت�سل�سلة المرتبطة بالمتتالية:  1، -2، 3، -4، 5، -6 ،7، -8
الحل

ي�ستعا�ص عن اإ�سارة ),( الموجودة بين حدود المتتالية باإ�سارة الجمع )+(, فتكون المت�سل�سلة:
)8-( + 7 + )6-( + 5 + )4-( + 3 + )2-( + 1  

∫ÉãŸG1

.000 ،
 

1
5  ،

 
1
4  ،

 
1
3  ،

 
1
2 اكتب المت�سل�سلة المرتبطة بالمتتالية: 1، 

يمكن التعبير عن المت�سل�سلة ب�سيغة مخت�صرة با�ستخدام رمز المجموع, وهو الحرف اليوناني )  (، 
ويقراأ: �سيجما, ويمكن كتابة المت�سل�سلة: ح1 +ح2 +ح3 +ح4 +ح5 بال�سورة الآتية:

     

)1(التدريب

اأو �سمنية(,  معينة )�صريحة,  قاعدة  معينًّا وفق  ترتيبًا  رُتِّبت  الأعداد  المتتالية هي مجموعة من 
اإ�سارة الجمع )+( بدلً من  المت�سل�سلة من و�سع  تن�ساأ  بالفا�سلة ),(.  ل فيها بين الحد والحد  وفُ�سِ
علمة الترقيم ),(, فينتج من ذلك مت�سل�سلة منتهية اأو مت�سل�سلة غير منتهية. فمثلً ترتبط المت�سل�سلة: 
2+4+6+8+10 بالمتتالية: 2، 4، 6، 8، 10, وترتبط المت�سل�سلة: 1 + 4 + 9 + 16 +000  

بالمتتالية: 1 ،4 ،9 ،16 ،000

�سيغة الحد العام
عدد الحدود

رمز المجموع
رتبة الحد الأول

5

ن = 1 
حن
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ا�ستخدم رمز المجموع  للتعبير عن المت�سل�سلتين الآتيتين:
18 + 15+ 12+ 9+ 6 + 3  ) 1

14 - 12 + 10 - 8 + 6 - 4+ 2-  )2

)2(التدريب

اإذا كانت ح1 ،ح2 ،ح3 ،000، ح ن متتالية, فاإن المت�سل�سلة المرتبطة بهذه المتتالية هي:

ح ر  = ح1+ح2+ح3 +000+ ح ن 
ن

ر = 1 

ا�ستخدم رمز المجموع    للتعبير عن المت�سل�سلة المرتبطة بالمتتالية: 2 ،5 ،10 ،17 ،26 ،37
الحل

ن = ن2 + 1 , حيث ن تتغير من الرقم )1( 
يجب اأولً اإيجاد �سيغة الحد العام للمتتالية, وهي: ح 

اإلى )6(, فت�سبح المت�سل�سلة المرتبطة بهذه المتتالية:

 )ن2 +1(
6

ن = 1 
 = 37 + 26 + 17 + 10 + 5 + 2

∫ÉãŸG2

عرفت �سابقًا اأن المت�سل�سلت قد تكون منتهية اأو غير منتهية, و�ستتعرف الآن اأن ن في المت�سل�سلة 
�ص مكان  المنتهية تتغير من 1 اإلى رتبة الحد الأخير فيها, واأن الرمز ∞ في المت�سل�سلة غير المنتهية يُعوَّ

الحد الأخير فيها, فتتغير ن من 1 اإلى ∞, وتكتب بالرموز:

 حن
∞

ن = 1 
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اكتب المت�سل�سلة المرتبطة بالمتتالية الآتية با�ستخدام رمز المجموع:
 000، 3- ،3 ،3- ،3 ،3- ،3

الحل
فاإنه يمكن  منتهية,  مت�سل�سلة غير  اأنها  × )-1( ن+1, وبما  ن  = 3 

ح  المتتالية هو:  لهذه  العام  الحد 
كتابتها على النحو الآتي:

 
3 ×)-1( ن+1

∞

ن = 1 
    

∫ÉãŸG3

اكتب المت�سل�سلة المرتبطة بكلٍّ من المتتاليتين الآتيتين با�ستخدام رمز المجموع  :
 000، 63 ، 26 ،7 ،0  )1

 000،
 

5
16  ،

 
5

12  ،
 

5
8  ،

 
5
4    )2

ح ر بتعوي�ض قيم ر في الحد العام بدءًا بالعدد 1، وت�ضمى الحدود 
ن

ر = 1 
يمكن كتابة حدود 

الناتجة مفكوك رمز المجموع. 

)3(التدريب

)4- ن( بكتابة حدودها.
5

ن = 1 
عبِّر عن المت�سل�سلة 

الحل

كتابة حدود المت�سل�سلة يعني اإيجاد مفكوك   :

)4-ن( = )1-4( + )2-4( + )3-4( + )4-4( + )5-4(
5

ن = 1 

1- + 0 + 1 + 2 + 3 =   

∫ÉãŸG4
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جد مجموع كل مت�سل�سلة مما ياأتي:

5
7

ن = 1 
  )2        

1
3ن -1

5

ن = 1 
  )1

الحل:
  بتعوي�ص قيمة ن في كل حد, ثم اجمع قيم الحدود:

5

ن = 1 

1
3ن -1 جد مفكوك   )1

1
1-53  +

 
1

1-43  +
 

1
1-33  +

 
1

1-23  +
 

1
1-13  =  

5

ن = 1 

1
3ن -1

121
81  =  1

81  + 1
27  +

 
1
9  + 1

3  + 1  =        

35 = 7 × 5 = 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 =       5
7

ن = 1 
 )2

∫ÉãŸG5

اكتب مفكوك  لكل مت�سل�سلة مما ياأتي:

3ن 
∞

ن = 1 
  )2 3ن   

7

ن = 1 
  )1

)4(التدريب

جد مجموع كل مت�سل�سلة مما ياأتي:

ك , ك عدد ثابت. 
4

ن = 1 
  )2 2ن+1   

4

ن = 1 
  )1

)5(التدريب
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تحتــوي رقعة ال�سطــرنج على 64 مربعًا. فــاإذا و�سعنا 
في المربــع الأول حبة قمح واحــدة, وفي المربع الثاني 
حبتي قمح, وفي المربع الثالث اأربع حبات قمح, وفي 
المربــع الرابع ثماني حبات قمــح, وهكذا حتى المربع 
الأخــير في رقعة ال�سطــرنج. عبِّر عــن مجموع حبات 
القمح المو�سوعة على رقعــة ال�سطرنج با�ستخدام رمز 

المجموع   .
الحل

المتتالية المرتبطة بهذه الم�ساألة هي: 1، 2، 4، 8، 16، ...، ح64 , وحدها العام هو حن = 2ن-1، 
ا, ويمكن التعبير عن المت�سل�سلة المرتبطة بهذه المتتالية بال�سورة الآتية: وعدد حدودها 64 حدًّ

2ن-1 
64

ن = 1 

∫ÉãŸG6

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ص.

)6(التدريب

قارن بين المت�سل�سلتين الآتيتين: )1 + 3 + 5 + 7( ، )7 + 5 + 3 + 1(
ر فكِّ
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: اً عنها با�ستخدام رمز المجموع  1(   اكتب المت�سل�سلت المرتبطة بكل متتالية مما ياأتي, معبرِّ
2-
9  ،

 
2-
7  ،

 
2-
5  ، 2-

3 ب(    اأ   (  7 ،14 ،21 ،28 ،35   
81، 27-، 9، 3-، 1 جـ( 

2(   اكتب مفكوك كل مت�سل�سلة مما ياأتي:
ن

ن+1
∞

ن = 1 
)-2(ن                                           ب(  

6

ن = 1 
اأ (  

جد مجموع كل مت�سل�سلة من المت�سل�سلت الآتية:  )3

9
8

ن = 1 
جـ( )ن1-2(   

4

ن = 1 
ب( )0.5(ن  

5

ن = 1 
اأ (

عن  عبرِّ  �سنوات.   3 مدة  �سهريًّا  دينارًا   250 يدفع  بحيث  بالأق�ساط,  �سيارة  خالد  ا�سترى   )4
مت�سل�سلة الأق�ساط با�ستخدام رمز المجموع.

رُتِّبت مجموعة من اأعواد الثقاب كما في ال�سكل الآتي:  )5

)4(                                         )3(                                 )2(                        )1(

اكتب المتتالية التي تمثل عدد اأعواد الثقاب الم�ستخدمة في تكوين الأ�سكال, ثم اكتب المت�سل�سلة 
المرتبطة بها.
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تتعرف المتتالية الح�سابية, وتميزها من غيرها.  
تجد الحد العام لمتتالية ح�سابية معطاة.  

تجد عدد حدود متتالية ح�سابية منتهية.  
تجد مجموع مت�سل�سلة ح�سابية.  

ت�ستخدم مجموع المت�سل�سلة الح�سابية في حل م�سائل ريا�سية وعملية.  

المتتاليات والمت�سل�سلات الح�سابية الف�سل الثاني

النتاجات

 Arithmetic Sequences and Series

Arithmetic Sequenceالمتتالية الح�سابيةاأول

قررت �سلمى الم�ساركة في �سباق للجري, فبداأت تتدرب 20 دقيقة في اليوم الأول, وفي بداية 
اليوم الثاني زادت مدة التدريب 5 دقائق, وفي اليوم الذي يليه زادت المدة 5 دقائق اأخرى, وهكذا. 

كم �ساعة تدربت �سلمى في اليوم العا�صر؟

انظر اإلى المتتاليات الآتية:
 000، 9 ، 7 ، 5 ، 3 ، 1  ) 1

 000، 40 ، 30 ، 20 ، 10 ، 0  ) 2
 000 ، 1- ، 2 ، 5 ،  8  )3

لحِظ اأن كل حد في المتتاليات نتج من اإ�سافة عدد ثابت اإلى الحد ال�سابق له مبا�صرة؛ ففي المتتالية:

1  ،  3  ،  5  ،  7  ،  9 ، 000 , اأُ�سيف العدد 2 في كل مرة, وفي المتتالية:

2+2+2+2+
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0 ،10 ، 20، 30، 40، 000 , نتج كل حد من اإ�سافة العدد 10 اإلى الحد ال�سابق له.

ا في المتتالية: 8 ، 5 ، 2 ، -1 ، -3 ،000 , فاإن المقدار الثابت الذي اأُ�سيف اإلى الحد ال�سابق  اأمَّ
لينتج حد جديد هو )-3(, وهذا النوع من المتتاليات ي�سمى متتاليات ح�سابية.

10+10+10+10+

المتتالية الح�سابية
ثابتًا  مقدارًا   ) )ح ن-1  مبا�صرة  له  ال�سابق  والحد  )حن(  فيها  بين كل حد  الفرق  يكون  متتالية 
ي�سمى اأ�سا�ص المتتالية, ويرمز اإليه بالرمز )د(, ويرمز اإلى الحد الأول فيها بالرمز )اأ(. فالمتتالية 

الح�سابية هي: اأ , اأ + د, اأ + 2د، اأ + 3د،000 .

اأيّ المتتاليتين الآتيتين ح�سابية:
 11 ، 9 ، 7 ، 5 ، 3 ، 1   )1

 000 ، 32 ، 16 ، 8 ، 4 ، 2   )2
الحل

1(   بح�ساب حن – حن-1 لحدود المتتالية جميعها, فاإن:

ح2 – ح1 ، ح3 – ح2، ح4– ح3 ، ح5– ح4، ح6– ح5
2 = 9 - 11 ،2 = 7 - 9 ، 2 = 5 - 7، 2 = 3 - 5، 2 = 1-3

بما اأن ح ن – ح ن-1 = 2 )مقدارًا ثابتًا( لحدود المتتالية جميعها, فاإن هذه المتتالية ح�سابية.
000 ، 32 ، 16 ، 8 ، 4 ، 2   )2

2 = 2 - 4
4 = 4 - 8

بما اأن 4 - 2 ≠ 8 - 4, فاإن هذه المتتالية غير ح�سابية.

∫ÉãŸG1
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اكتب الحدود الثلثة التالية في المتتالية الح�سابية: 1، 4، 7 ،000 
الحل

اأ�سا�ص المتتالية الح�سابية: 1 ، 4 ، 7 ،000  هو  د = 4 - 1 = 3
∴ الحدود الثلثة المطلوبة هي : 10، 13 ،16

وبذلك تكون المتتالية: 1، 4، 7، 10، 13، 16، 000

∫ÉãŸG2

اأيّ المتتاليات الآتية ح�سابية:

 000، 5- ، 2- ، 1 ، 4  )2    1 3
4  ، 1 1

4  ،
 

3
4  ، 1

4    )1

 7،000  ،7 ،7 ،7 ،7  )4     000، 25 ، 16 ، 9 ، 4 ، 1  )3

)1(التدريب

اكتب الحدود الخم�سة التالية في المتتالية الح�سابية: 1، 5 ، 9 ، 000

ادر�ص المتتالية الآتية: 1 ، 3 ، 5 ، 7 ، 9 ، 11 ،000:
ح1 = 1 + 2 × 0 = 1
ح2 = 1 + 2 × 1 = 3

ح3 = 1 + 2 × 2 = 5 
ح4 = 1 + 2 × 3 = 7 
ح5 = 1 + 2 × 4 = 9

ح9 = 1 + 2 × 8 = 17
ح20 = 1 + 2 × 19 = 39

)2(التدريب
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بينِّ اأن المتتالية الآتية ح�سابية, ثم جد حدها العام:
 000، 52 ، 42 ، 32، 22 ، 12

الحل
بما اأن 22 - 12 = 10، و 32 - 22 = 10 ،000 , فاإن المتتالية ح�سابية, وحدها الأول اأ = 12، 

واأ�سا�سها د = 10, وحدها العام هو : ح ن  = اأ + )ن - 1( د 
وبتعوي�ص قيمتي اأ, د, فاإن الحد العام لهذه المتتالية هو:  ح ن  = 12 + 10)ن - 1(

∫ÉãŸG3

جد �سيغة الحد العام لكلٍّ مما ياأتي:
000 ، 6 ، 12، 18 ، 24 1( المتتالية الح�سابية:  

2(   المتتالية الح�سابية التي حدها الأول 5, واأ�سا�سها 2

)3(التدريب

لحِظ اأن العدد 1 ظهر في الحدود جميعها, وهو الحد الأول في المتتالية, واأن العدد 2 )هو 
ا في الحدود جميعها؛ لذا فاإن �سورة الحد العام  اأي�سً الفرق الثابت بين كل حدين متتاليين( ظهر 

لهذه المتتالية هي: ح ن = 1 + 2)ن - 1(.
الفرق بين كل حد  واأن  )اأ(,  بالرمز  اإليه  يرمز  المتتالية الح�سابية  الأول في  اأن الحد  اإذا علمت 
اإليه بالرمز )د(, فاإن �سيغة الحد العام لأيّ  اأ�سا�ص المتتالية, ويرمز  والحد ال�سابق له مبا�صرة ي�سمى 

متتالية ح�سابية هي:

الحد الأول

الحد العام

رتبة الحد

اأ�سا�ص المتتالية الح�سابية ح ن = اأ + )ن-1( د

بناءً على قاعدة الحد العام للمتتالية الح�سابية:  ح ن  = اأ + )ن - 1( د, فاإن المتغيرات هي: اأ , د, 
حن, ن, ويمكن اإيجاد قيمة اأيّ متغير منها اإذا توافرت معطيات كافية.
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جد الحدود المفقودة في المتتالية الح�سابية: 11،  ،  ،  ، -17
الحل

ح ن  = اأ + )ن-1( د                   )قاعدة الحد العام(
-17 = 11 + )5 - 1( د                    )تعوي�ص قيم: اأ , ح ن , ن(

-7 = د                      )اإيجاد قيمة د(
2 = 11 + )2 - 1( × - 7 = 4                 )تعوي�ص قيمة ن=2(

ح
3 = 11 + )3 - 1( × - 7 = -3                )تعوي�ص قيمة ن=3(

ح
4 = 11 + )4 - 1( × - 7 = -10                )تعوي�ص قيمة ن=4(

ح

∫ÉãŸG4

يحتوي خزان على 90م3 من الماء, ويُ�ستهلَك منه يوميًّا نحو 5 م3:
1(   جد كمية الماء المتبقية في الخزان في نهاية اليوم العا�صر.

2(   بعد كم يوم ينفد الماء كله من الخزان؟
الحل

كمية الماء في الخزان في نهاية اليوم الأول = 85  )1
كمية الماء في الخزان في نهاية اليوم الثاني = 80

كمية الماء في الخزان في نهاية اليوم الثالث = 75 
∴ المتتالية التي تمثل كمية الماء في الخزان هي: 85 ، 80 ، 75 ، 000 

لحِظ اأن المتتالية ح�سابية, واأن حدها الأول اأ = 85, واأ�سا�سها د = -5

∫ÉãŸG5

جد قيمة الحدود المفقودة في المتتالية الح�سابية: 1 ،  ،  ، 13
)4(التدريب
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حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ص.
)5(التدريب

ح ن = اأ + )ن - 1( د                 )قاعدة الحد العام(
ح10 = 85 + )10 - 1( × -5               )تعوي�ص قيم : اأ , ن , د(

    = 85 – 45 = 40 م3                )ح�ساب وتب�سيط(
2(   نفاد الماء من الخزان يعني اأن ح ن = 0

  ح ن  = اأ + )ن - 1( د                 )قاعدة الحد العام(
  �سفر= 85 + )ن - 1( × - 5               )تعوي�ص قيم:  اأ, د , ح ن(

-85 = )ن - 1( × - 5                )طرح 85 من طرفي المعادلة(
   17 = ن - 1                  )الق�ضمة على -5(

      ن = 18                   )اإ�سافة العدد 1 اإلى طرفي المعادلة(
∴ ينفد الماء بعد 18 يومًا.

كيف ت�سف المتتالية الح�سابية في كلٍّ من الحالت الآتية:
المتتالية التي اأ�سا�سها عدد �سحيح موجب؟  )1

المتتالية التي اأ�سا�سها عدد �سحيح �سالب؟  )2
المتتالية التي اأ�سا�سها �سفر؟  )3

ر فكِّ
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á∏Ä°SC’G

1(   �سنف المتتاليات الآتية اإلى ح�سابية وغير ح�سابية:
ب( 11، 9 ، 7 ، 000  اأ   (  32 ، 28 ، 24 ، 20 ، 000   

 000 ،
 

1
2  ،

 
1
4  ،

 
1
8 د  (  جـ(  1 ، 4 ، 9 ، 16 ، 000    

2(   جد الحد ال�ساد�ص والخم�سين لمتتالية ح�سابية:
حدها الأول )اأ( = -7 , واأ�سا�سها )د( = 2  اأ   ( 
حدها الأول )اأ( =3 , واأ�سا�سها )د( = -7  ب( 

3(   جد الحد العام لكلٍّ مما ياأتي:
المتتالية الح�سابية التي حدها الأول 3 , واأ�سا�سها 6  اأ   ( 

المتتالية الح�سابية:  0.7 ، 0.9 ، 1.1، 1.3 ، 000  ب( 
4(   متتالية ح�سابية حدودها 3 , �ص, �ص, 12. جد قيمة كلٍّ من �ص , �ص.

5(   جد الحد الخام�ص ع�صر في المتتالية الح�سابية التي فيها ح4 = 0.1 ، و ح2 = 1.6
6(   متتالية ح�سابية الفرق بين كل حدين فيها ي�ساوي 4, وحدها الثاني )8(. اكتب الحدود الخم�سة 

الأولى فيها.
7(   تعاقد موظف مع اإحدى ال�صركات للعمل فيها لقاء راتب �سنوي مقداره 3600 دينار, وزيادة 
�سنوية قدرها 60 دينارًا يح�سل عليها في نهاية كل �سنة. اح�سب الراتب ال�سنوي الذي ي�ستلمه 

الموظف من ال�صركة في نهاية ال�سنة الخام�سة ع�صرة من بدء عمله في ال�صركة.
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طلــب معلم الريا�سيــات اإلى طلبة ال�سف الثالث الأ�سا�سي جمع الأعــداد ال�سحيحة بدءًا بالعدد 1 
وانتهاءً بالعدد 100, مُعتقِدًا اأنهم �سي�ستغرقون وقتًا طويلً في الحل, بَيْد اأن اأحد الطلبة تمكن بعد دقائق 
معدودة من اإيجاد المجموع وهو 5050, فكيف تو�سل هذا الطالب العبقري اإلى الإجابة بهذه ال�صرعة؟

Sum of Arithmetic Series مجموع المت�سل�سلة الح�سابيةثانياً

المت�سل�سلة: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 +10 +000+ 100 هي مت�سل�سلة ح�سابية منتهية.
افر�ص اأن المجموع المطلوب هو )جـ(:

جـ = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 000 + 100 .... )1(
يمكن كتابة المت�سل�سلة بعك�ص ترتيب حدودها, لت�سبح:

جـ = 100 + 99 + 98 + 97 + 96 + 95 + 0000 + 1.... )2(
عند جمع الحدود المتناظرة في المت�سل�سلتين: )1(، و)2( ينتج:

2جـ = 101 + 101 + 101 + 000 + 101
وبما اأن عدد الحدود 100, فاإن:

2جـ = 100  ×  101 
2جـ = 100  ×  ) 100 + 1(

5050= )100+1(  ×
 

100
2 جـ = 

اإليه  اأول )ن( حد من حدود متتالية ح�سابية يرمز  ا�ستنتاج قاعدة عامة لإيجاد مجموع  يمكن 
بالرمز )جـ ن( , وذلك على النحو الآتي:

جـ ن = ح1 + )ح1 + د( + )ح1 + 2د( + )ح1 + 3د( + ... + ح ن
+

جـ ن = ح ن + )ح ن - د( + )ح ن - 2د( + )ح ن - 3د( + ... + ح1
2 جـ ن = ن ) ح1 + ح ن (

اأول )ن( حد من حدود  ) ح1 + حن (   هي القاعدة العامة لإيجاد مجموع  ن
2 جـن =   ∴

متتالية ح�سابية عُلِم حدها الأول وحدها الأخير.
149



ا من المت�سل�سلة الح�سابية:40 + 38 + 36 + 34 + ...  جد مجموع اأول 25 حدًّ  )1

) 3+5ن (
12

ن = 1 
جد   )2

الحل
1(   د = 38 - 40 = -2            )اإيجاد قيمة الأ�سا�ص(

ح ن = اأ + )ن - 1( د            )قاعدة الحد العام(
ح25 = 40 + )25 - 1( )-2( = -8         )التعوي�ض في قاعدة الحد العام(

)40 + -8( = 400                    )التعوي�ص في قاعدة المجموع(
 

25
2 جـ25 = 

) 3 + 5ن (
12

ن = 1 
  )2

جد قيمة الحد الأول ح1, والحد الأخير ح12:
ح1  = 3 + 5 )1( = 8            )تعوي�ص ن = 1(

ح12 = 3 + 5 )12( = 63           )تعوي�ص ن = 12(

) ح1 + ح 12 (           )قاعدة المجموع(
 

ن
2 جـن  = 

)8 + 63( = 426          )ح�ساب وتب�سيط(
 

12
2  =    

∫ÉãŸG1

1(   جد مجموع اأول 10 حدود من المتتالية الح�سابية: 5 ، 10 ، 15 ، 20 ، 25 ، 000

)2ن - 1(
5

ن = 1 
جد  )2

)1(التدريب

)ح1 + حن( لإيجاد مجموع اأول )ن( حد من حدود مت�سل�سلة ح�سابية 
 

ن
2 ت�ستخدم القاعدة جـن = 

ِـ )اأ + )ن - 1( د(،  ن ب
معروف حدها الأول والأخير. وفي حال عدم معرفة الحد الأخير ي�ستعا�ص عن ح
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ِـ )اأ(, فينتج: وعن ح1 ب
)اأ + اأ + )ن - 1( د ( 

 
ن
2 جـ ن   = 

)2 اأ + )ن - 1( د (
 

ن
2 جـن = 

وهذه �سيغة اأخرى لإيجاد مجموع اأول )ن( حد من حدود متتالية ح�سابية عُلِم حدها الأول 
واأ�سا�سها.

يمكن حل الفرع )1( من المثال ال�سابق با�ستخدام هذه ال�سيغة على الآتي:

) 2اأ  + )ن - 1( د(
 

ن
2 جـن   = 

))2-(24 + )40(2(
 
25
2 جـ25 = 

400 = )32(
 
25
2  =  )48 - 80(

 
25
2  =        

متتالية ح�سابية مجموع ثلثة حدود متتالية فيها 60, وحا�سل �صرب هذه الحدود 7500. جد 
قيمة كل حد من هذه الحدود.

الحل
يمكن افترا�ص اأن الحدود الثلثة هي: اأ - د , اأ , اأ + د.

∫ÉãŸG2

∴    )اأ - د( + اأ + )اأ + د(  = 60         )مجموع الحدود الثلثة= 60(
        3اأ  = 60         )ناتج الجمع(

           اأ  = 20         )حل المعادلة(
   )اأ - د( )اأ( )اأ + د(  = 7500        )حا�سل �صرب الأعداد الثلثة 7500(

)20 - د( )20( ) 20+ د( = 7500        )تعوي�ض قيمة اأ(
     20 )400 - د2(  = 7500        )حا�سل ال�صرب(

        د2    = 25
           ∴   د   = ± 5        )حل المعادلة(
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ا فيها ي�ساوي 40 , جد قيمة حدها الأول. متتالية ح�سابية اأ�سا�سها 2, ومجموع اأول 20 حدًّ

)2(التدريب

ا بع�سها فوق بع�ص, فكان في ال�سف الأول 25  رتَّب تاجر عددًا من علب الع�سير في 13 �سفًّ
علبة, وفي ال�سف الثاني 23 علبة, وفي ال�سف الثالث 21 علبة, وهكذا. كم عدد علب الع�سير 

جميعها؟
الحل

     اأ = 25              )اإيجاد قيمة الحد الأول(
    د = ح2 – ح1 = 23- 25 = -2          )اإيجاد قيمة الأ�سا�ص(

13 )2)25( + 12)-2((          )التعوي�ص في قاعدة المجموع(
2 جـ ن = 

جـ ن = 169              )ح�ساب وتب�سيط(
         عدد علب الع�سير 169 علبة.

∫ÉãŸG3

مت �ساعة لتو�سع في اأحد الميادين العامة بحيث تدق في اللحظة التي ي�سل فيها عقرب  مِّ �سُ
ال�ساعات عند كلٍّ من ال�ساعة الواحدة, والثانية, والثالثة,..., والثانية ع�صرة عددًا من المرات 

ي�ساوي العدد الذي ي�سير اإليه عقرب ال�ساعات.كم دقة تدق ال�ساعة في اأ�سبوع؟

)3(التدريب

واإذا كان  د = 5, فاإن الحدود هي: 15 ، 20 ، 25        )التعوي�ض في قيمة د(
واإذا كان  د = -5, فاإن الحدود هي: 25 ، 20 ، 15 
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á∏Ä°SC’G

جد مجموع المت�سل�سلت الح�سابية الآتية:   )1
100 + 000 + 3 + 2 + 1 اأ   ( 

)21-( + 000 + 17 + 19 + 21 ب( 

)2ن +1(
12

ن = 1 
جـ( 

كم حدًّا من المت�سل�سلة: 11 + 9 + 7 + 5 + 000 يجب جمعها ليكون الناتج 20؟ اكتب    )2
الحلول الممكنة جميعها.

متتاليــة ح�سابيــة اأ�سا�سها 3, ومجمــوع اأول 10 حدود فيها ي�ســاوي 126. جد قيمة حدها    )3
الأول.

اإذا كان مجموع 3 اأعداد متتالية في متتالية ح�سابية ي�ساوي 12, وحا�سل �صربها ي�ساوي 28،    )4
فجد هذه الأعداد.

مقعدًا، وفي   14 الأول  ال�سف  ع في  وُ�سِ اإذا  المقاعد.  من  ا  �سفًّ  20 يحوي  مدر�سة  م�صرح    )5
�ست المقاعد في ال�سفوف  ال�سف الثاني 16 مقعدًا, وفي ال�سف الثالث 18 مقعدًا ..., وخُ�سِّ
المقاعد  للطلبة, وكانت  الأخرى  وال�سفوف  والمعلمين,  الآباء  الأولى لأع�ساء مجل�ص  الثلثة 

جميعها م�سغولة, فما عدد الطلبة في الم�صرح؟
تتدحرج كرة على منحدر طوله 100 متر, فتقطع في الثانية الأولى م�سافة 4�سم, وفي الثانية    )6
الكرة في  ت�ستغرقه  الذي  الزمن  20�سم, وهكذا. اح�سب  الثالثة  الثانية  12�سم, وفي  الثانية 

قطع المنحدر.
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تتعرف المتتالية الهند�سية، وتميزها من غيرها.  
تجد الحد العام لمتتالية هند�سية معطاة.  

تجد عدد حدود متتالية هند�سية منتهية.  
تجد مجموع مت�سل�سلة هند�سية منتهية.  

ت�ستخدم مجموع مت�سل�سلة هند�سية منتهية في حل م�سائل ح�سابية تت�سمن الربح المركب   
والقيمة الحالية.

تجد مجموع مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية )اإن اأمكن(.  
ت�ستخدم مجموع مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية في حل م�سائل عملية وريا�سية.  

تنمو نبتة 2 �سم في الأ�سبوع الأول، ويزيد معدل نموها كل اأ�سبوع عن الأ�سبوع ال�سابق 5 ٪. 
كم �سنتيمتًرا تنمو النبتة في نهاية الأ�سبوع العا�شر؟

المتتاليات والمت�سل�سلات الهند�سية الف�سل الثالث

النتاجات

Geometric Sequences and Series

Geometric Sequenceالمتتالية الهند�سيةاأول

اتفق اأ�سعد مع ابنه �سامي على اللتزام بتنظيف حديقة المنزل اأ�سبوعيًّا مدة اأربعة اأ�سابيع متتالية؛ 
عل��ى اأن يعطيه مكافاأة قدرها دينار واحد في نهاية الأ�س��بوع الأول، وديناران في نهاية الأ�س��بوع 
الثاني، واأربعة دنانير في نهاية الأ�س��بوع الثالث، وثمانية دنانير في نهاية الأ�سبوع الرابع. اإذا كانت 
متتالية المكافاآت التي �سيح�سل عليها �سامي هي: 1 ، 2 ، 4 ، 8، فهل هذه المتتالية ح�سابية؟ لماذا؟

لحِ��ظ اأن الن�سبة بين كل حد والحد ال�سابق له مبا���شرة في هذه المتتالية هي مقدار ثابت، واأنها 
ت�ساوي 2، حيث:

2 = 8
4  = 4

2  = 2
1 حن = 

حن - 1



155

يعرف هذا النوع من المتتاليات با�سم المتتالية الهند�سية.

المتتالية الهند�سية 
متتالي��ة تك��ون فيها الن�سبة ب��ين كل حد اإلى الحد ال�سابق ل��ه مبا�شرة ن�سبة ثابت��ة ت�سمى اأ�سا�س 

المتتالية، ويرمز اإليها بالرمز ر، ويرمز اإلى الحد الأول فيها بالرمز اأ. فالمتتالية الهند�سية هي:
اأ، اأر، اأر2، اأر3 ....

اأيّ المتتاليات الآتية هند�سية، مُبيِّنًا ال�سبب:
000، 5- ، 5 ، 5- ، 5  )1

000، 2
3  ، 2 ، 6 ، 18 ، 54  )2

000 ، 10 ، 8 ، 6 ، 4 ، 2  )3
الحل

000، 5- ، 5، 5-، 5  )1
1- = 5

5-  = 5-
5

∴ هذه المتتالية هند�سية، واأ�سا�سها ر = -1
000 ، 2 ، 6 ، 18 ، 54  )2

1
3  = 2

6  = 6
18  = 18

541
3 ∴ هذه المتتالية هند�سية، واأ�سا�سها ر = 

000 ، 10 ، 8 ، 6 ، 4 ،2  )3
1.5 = 6

4  ، 2 = 4
2

6 )اأي اإن الن�سبة بين اأيّ حدين متتاليين لي�ست قيمة ثابتة(، فاإن المتتالية: 2 ، 4 ، 
4  ≠ 4

2 بما اأن 
6، 8 ،10، 000 لي�ست متتالية هند�سية.

∫ÉãŸG1
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جد الحد الثامن لكل متتالية هند�سية مما ياأتي:
000، 80 ، 40 ، 20 ، 10 ، 5  )1

000 ، 3
8  ، 3

4  ، 3
2  ،3  )2

الحل
بما اأن المتتالية هند�سية، فاإن اأ = 5، ر =  2  )1

)قاعدة الحد العام للمتتالية الهند�سية( ∴ حن = اأرن-1         
)تعوي�س قيم: اأ، ر، ن( ح8 = 5 × )2(7 = 5 × 128 = 640     

∫ÉãŸG2

التدريب
اأيّ المتتاليات الآتية هند�سية، مُبيِّنًا ال�سبب:

000، 81 ، 27 ، 9 ، 3 ، 1  )2                      000 ، 5 ، 50 ، 500 ، 5000  )1
20 ، 15 ، 10 ، 5  )4                                     28 ، 32 ، 64 ، 132  )3

 )1(

قاعدة الحد العام حن في المتتالية الهند�سية التي اأ�سا�سها ر وحدها الأول اأ هي:
حن = اأ رن-1

ادر�س المتتالية الآتية: 2 ، 6 ، 18 ، 54 ، 162 ، ....:
0)3( ×2 = ح1 = 2  
1)3( ×2 = ح2 = 2 × 3  
2)3( ×2 = ح3 = 2 × 9  
3)3( ×2 = ح4 = 2 × 27 

4)3( × 2 = ح5 = 2 × 81 
لحِظ اأن كل حد نتج من �شرب الحد ال�سابق له في العدد 3 وهو اأ�سا�س المتتالية. ولهذا فاإن:

ح15 = 2 × )3(14 ، ح50 = 2 × )3(49 ، حن = اأ × رن-1
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1
جد عدد حدود المتتالية الهند�سية: 25 ،5 ،1 ،000 ، 625

الحل
1
5  = 5

25 المتتالية هند�سية، حدها الأول اأ = 25، واأ�سا�سها ر = 

)قاعدة الحد العام للمتتالية الهند�سية( حن = اأرن-1        

)التعوي�س في �سيغة الحد العام( (ن-1       1
5 ( × 25 = 1

625
)ح�ساب( (ن-1       1

5 ( = 1
25 × 625

)ح�ساب وتب�سيط( (ن-1        1
5 ( = 6) 1

5 (

ن - 1 = 6  ن = 7     )حل المعادلة الأ�سية(

∴ عدد حدود هذه المتتالية هو 7

∫ÉãŸG3

)
حن 
حن-1 )ر =       1

2  = 1
3  × 3

2  = 3 ÷ 3
2 ر =   )2

1 ، اأ = 3
2 ر =   ∴

)�سيغة الحد العام(       حن = اأرن-1       

)تعوي�س قيم: اأ، ر، ن(      7) 1
2       ح8 = 3 × )

)ح�ساب(     3128 = 1
128 × 3 =            

جد الحد الخام�س لكل متتالية هند�سية مما ياأتي:
000، 81 ، 27 ، 9 ، 3  )1
25 ، 50 ، 100 ، 200  )2

)2(التدريب
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جد عدد حدود كل متتالية هند�سية مما ياأتي:
243 ، 000 ، 9 ، 3 ، 1  )1

1
256 ،000، 1

8  ، 1
4  ، 1

2  )2

)3(التدريب

اأودع رجل مبلغ 10000 دينار في ح�ساب توفير بفائدة مركبة مقدارها 4٪ �سنويًّا، ت�ساف 
في نهاية كل �سنة. جد جملة المبلغ في نهاية ال�سنة ال�ساد�سة.

)4(التدريب

اأودع رجل مبلغ 5000 دينار في ح�ساب توفير اأ�سا�سه الربح المركب بفائدة مقدارها 3 ٪ 
�سنويًّا، بحيث ت�ساف في نهاية كل �سنة. جد جملة المبلغ في نهاية ال�سنة العا�شرة.

الحل
ح1 = 5000 + 5000 × 0.03      )جملة المبلغ المودع في نهاية ال�سنة الأولى(

)0.03 + 1( 5000 =      
5150 = 1.03 × 5000 =      

ح2 = 5150 + 5150 × 0.03      )جملة المبلغ المودع في نهاية ال�سنة الثانية(
)1.03( 5150 = )0.03 + 1( 5150 =      

ح3 = 5150 × 1.03 + 5150 × 1.03 × 0.03   )جملة المبلغ المودع في نهاية ال�سنة الثالثة(
2)1.03( × 5150 =)0.03+1()1.03( × 5150 =      

لحِظ اأن ح1 ، ح2 ، ح3 تمثل متتالية هند�سية حدها الأول اأ =5150، واأ�سا�سها ر = 1.03
∴ ح10= 5150 × )1.03(9       )جملة المبلغ المودع في نهاية ال�سنة العا�شرة( 

∫ÉãŸG4
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اأيّ المتتاليات الآتية هند�سية، مُبيِّنًا ال�سبب:  )  1
ب (  1 ، 4 ، 16 ، 64 ،000   000، 3 ، 0.3 ، 0.03 ، 0.003  ) اأ 

د   (  1 ، 4 ، 9 ، 16 ، 25 ،000    000، 1
27  ، 1

9  ، 1
3  ، 1  ) ج� 

اكتب الحد العا�شر والحد الخم�سين لكل متتالية مما ياأتي:  )  2
000، 24 ، 12، 6، 3  ) اأ 

000، 1-
5 ، 1

5 ، 1-
5 ، 1

5 ب ( 
بناءً على ال�سكل التالي الذي يمثل متتالية لعدد الم�ستطيلات الم�ستخدمة في كل مرحلة:  )  3

ب (  جد قاعدة حدها العام. اكتب المتتالية.    ) اأ 

جد عدد الم�ستطيلات في المرحلتين: الرابعة، والخام�سة.  ) ج� 

      
)5(   )4(   )3(   )2(   )1(        
جد الحد التا�سع للمتتالية الهند�سية التي حدها الأول 128، واأ�سا�سها 2  )  4

اكتب 3 حدود اإ�سافية لكل متتالية هند�سية:  )  5
1
5 حدها الأول اأ = 3، واأ�سا�سها ر =   ) اأ 
حدها الأول اأ = 2، واأ�سا�سها ر = 1 ب ( 

في ت�سفيات دوري كرة ال�سلة كان عدد الفرق المتناف�سة في الجولة الأولى 128 فريقًا، و64   )  6
فريقًا في الجولة الثانية، و32 فريقًا في الجولة الثالثة، وهكذا:

ما عدد الفرق التي تتناف�س في الجولة ال�ساد�سة؟  ) اأ 
ما مجال القتران الدال على متتالية ت�سفيات دوري كرة ال�سلة؟   ) ب 

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )  7
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اأن كمية الماء التي ت�سخ من بئر 1م3 في نهاية ال�ساعة الأولى، و2م3 في نهاية  اإذا علمت 
ال�ساعة الثانية، و4م3 في نهاية ال�ساعة الثالثة، وهكذا، فجد كمية الماء التي �ست�سخ من البئر بعد 

مرور 8 �ساعات اإذا ا�ستمرت عملية ال�سخ بالنمط نف�سه.

Sum of Finite Geometric Seriesمجموع المت�سل�سلة الهند�سية المنتهيةثانياً

المتتالية الهند�سية المنتهية التي حدها الأول اأ، واأ�سا�سها ر تكتب ب�سورة:
اأ ، اأر ، اأر2 ، اأر3 ، ...، اأر ن-1

ا المت�سل�سلة الهند�سية المرتبطة بها فهي: اأمَّ
اأ + اأر + اأر2 + اأر3 +...+ اأرن-1

ولكن، كيف يمكن اإيجاد مجموع المت�سل�سلة الهند�سية المنتهية من دون جمع حدودها جميعًا؟
ليكن ج�ن مجموع اأول )ن( حد من مت�سل�سلة هند�سية:

...)1(    )مجموع )ن( حد( ج�ن= اأ + اأر + اأر2 + اأر3 + ... + اأرن-1 

...)2(    )�شرب المعادلة 1 في الأ�سا�س ر( رج�ن= اأر + اأر2 + اأر3 + ... + اأرن-1 + اأرن 

رج�ن - ج�ن = اأرن - اأ          )طرح المعادلة 1 من المعادلة 2(

ج�ن )ر-1(= اأ )رن -1(        )اإخراج كلٍّ من ج�ن، وَ اأ بو�سفه عاملًا م�ستركًا(

اأ)رن-1(          )الق�سمة على ر-1(
ر - 1 ج�ن = 

مجموع المت�سل�سلة الح�سابية المنتهية التي حدها الأول اأ، واأ�سا�سها ر هو:

ج�ن =          .
اأ)رن-1(
، ر ≠ 1ر - 1

اأ ن        ، ر = 1
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جد مجموع الحدود الأربعة الأولى للمت�سل�سلة: 625 + 125 + 25 + 5 + 1 +... 
الحل

1
5 المت�سل�سلة هند�سية، وحدها الأول اأ = 625، واأ�سا�سها ر= 

اأ)رن-1(         )قاعدة مجموع المت�سل�سلة المنتهية(
ر - 1 ∴ ج�ن = 

(4-1(         )التعوي�س في قاعدة المجموع( 1
5 (( 625

1 - 1
5

ج�4 = 

1 – 1( = 780      )ح�ساب وتب�سيط(
625( × 625 × 5

4  - =

∫ÉãŸG2

جد مجموع كل مت�سل�سلة هند�سية:
، وعدد حدودها 4 1

3 حدها الأول 81، واأ�سا�سها   )1
حدها الأول 4، واأ�سا�سها 1، وعدد حدودها 50  )2

)1(التدريب

، وعدد حدودها 7. 1
2 جد مجموع المت�سل�سلة الهند�سية التي حدها الأول 128، واأ�سا�سها 

الحل
ن = 7  ، 1

2 ر =  اأ = 128 ، 

اأ )رن-1(           )قاعدة مجموع المتتالية الهند�سية(
ر - 1 ج�ن = 

         )تعوي�س قيم: اأ، ر، ن(
)1 - 7) 1

2 ((128
1 - 1

2
ج�ن =  

       = -2 )1 - 128( = 254         )ح�ساب وتب�سيط(

∫ÉãŸG1
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 4)2(ن-1
6

ن = 1 
جد ناتج 

الحل
 4)2(ن-1 = 4)2(0 + 4)2(1 + 4)2(2 + 000 + 4)2(5

6

ن = 1 
∴ هي مت�سل�سلة هند�سية، حدها الأول اأ = 4، واأ�سا�سها ر = 2، وعدد حدودها ن = 6:

252 = 63 × 4= )1 - 6)2((4
1 - 2      ج�6 = 

اأودع �سخ�س مبلغ 100000 دينار في م�شرف مدة �سنتين على اأ�سا�س الربح المركب. فاإذا كانت 
ن�سبة الفائدة ال�سنوية 4 ٪، ت�ساف كل 3 اأ�سهر، فجد اإجمالي المبلغ في نهاية ال�سنتين.

الحل
(ن × ت، حيث: ر

ن ج� = م )1 + 
جملة المبلغ.  : ج� 

المبلغ المودع.  : م 

∫ÉãŸG3

∫ÉãŸG4

 81 × )3(ن-1
5

ن = 1 
جد ناتج 

)3(التدريب

جد مجموع الحدود ال�سبعة الأولى لكل مت�سل�سة هند�سية مما ياأتي:
000 + 32 + 16 - 8 +4 - 2  )1

000+ 1
8  + 1

4  + 1
2  + 1 + 2  )2

)2(التدريب



163

اأودع رجل مبلغًا من المال في م�شرف مدة عامين بفائدة مركبة مقدارها 8 ٪، ت�ساف في   )1
نهاية كل �سنة، فاأ�سبح المبلغ 50000 دينار. ما المبلغ الذي اأودعه الرجل؟

اأودع �سعيد مبلغ 4000 دينار في م�شرف بفائدة مركبة مقدارها 11 ٪ �سنويًّا، ت�ساف   )2
كل 6 اأ�سهر. اح�سب جملة المبلغ بعد مرور 5 �سنوات.

)4(التدريب

 4)2(ن-1 التي وردت في المثال رقم )3( ال�سابق، مُ�ستخدِمًا 
6

ن = 1 
ح�سب اأ�سامة مجموع المت�سل�سلة 

ال�سيغة الآتية:
ر × اأن - اأ ، ر ≠ 1، حيث:

ر - 1 ح�ن = 

وعند التعوي�س في هذه ال�سيغة، وجد اأن:
،252 = 

4 - 128 × 2
1 - 2 ح�ن = 

وهو الناتج نف�سه للم�ساألة الواردة في المثال رقم )3(. كيف تف�شر ذلك؟

ر فكِّ

الن�سبة المئوية للفائدة.  : ر 
عدد مرات اإ�سافة الأرباح في ال�سنة الواحدة.  : ت 

عدد ال�سنوات.  : ن 
4×2)0.04

2 ج� = 100000)1 + 
     = 100000 × )1.02(8 ≈ 112616 دينارًا.

اأ�سا�س المت�سل�سلة الهند�سية.  : ر 
حدها الأول.  : اأ 
عدد الحدود.  : ن 

حدها الأخير.  : اأن 
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جد مجموع ما ياأتي:  )  1
الحدود الخم�سة الأولى في المت�سل�سلة الهند�سية التي حدها الأول 128، واأ�سا�سها 4  ) اأ 

الحدود ال�ستة الأولى في المت�سل�سلة الهند�سية: 1 + 3 + 9 + 27 + 000  ) ب 
الحدود ال�سبعة الأولى في المت�سل�سلة الهند�سية: 0.1 + 0.4 + 1.6 + 000  ) ج� 

جد ناتج ما ياأتي:  )  2
5)3(ن-1

6

ن = 1 
ب (   2ن-1   

9

ن = 1 
 ) اأ 

، فما مجموع اأول خم�سة حدود  3
، وحدها الخام�س - 64 3

مت�سل�سلة هند�سية حدها الرابع 32  )  3
منها؟

جد الحد الأول في المتتالية الهند�سية التي مجموع الحدود الثمانية الأولى منها 39630، واأ�سا�سها   )  4
.4

1 كمية الماء الموجودة فيه، فما كمية 
3 خزان يحتوي على 27م3من الماء. اإذا اأُفرِغ منه كل يوم   )  5

الماء التي بقيت في الخزان نهاية اليوم الخام�س؟

اإذا كان الحد الأول لمت�سل�سلة هند�سية 1، واأ�سا�سها -3، فما عدد حدود المت�سل�سلة اإذا علمت   )  6
ا؟ اأن مجموعها -182 حدًّ
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اأفقية، وكانت ترتد  اأر�س  ارتفاع 30 متًرا نحو �سطح  �سقطت كرة مطاطية عموديًّا من 
اإلى ما ن�سبته 60٪ من الرتفاع الذي �سقطت منه كل مرة. اإذا فر�سنا اأن الكرة ا�سطدمت 

بالأر�س عددًا ل نهائيًّا من المرات، فجد مجموع الم�سافات التي قطعتها الكرة قبل اأن ت�سكن.

Sum of Infinite Geometric Seriesمجموع المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهيةثالثاً

مجموع اأول )ن( حد من المت�سل�سلة الهند�سية التي حدها الأول اأ، واأ�سا�سها ر هو:

، ر≠ 1 اأ)رن - 1( 
ر - 1 ج�ن = 

ولكن، هل يمكن اإيجاد مجموع مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية؟

ادر�س المت�سل�سلتين الآتيتين:

000 + 1
16  + 1

8  + 1
4  + 1

2  +1  )1

000 + 1
6  + 1

12  + 1
24  + 1

48  )2

1 + 000ه��ي مت�سل�سل��ة هند�سية غ��ير منتهية، حدها 
16 + 1

8  + 1
4  + 1

2 لحِ��ظ اأن: 1 + 
، واأن ر مح�س��ورة ب��ين العددي��ن: -1، و1. فكلما زادت قيمة  1

2 الأول اأ = 1، واأ�سا�سه��ا ر = 
)ن( تناق�س��ت قيم��ة )رن( بحيث ت�سبح قريبة من العدد �سفر، وه��ذا يعني اأن مجموع حدود هذه 

اأ
1 - ر ( يقترب من القيمة 

∞
المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية )ج�

2 = 
1
1
2

 = 
1

1
2  - 1

 =000 + 1
16  + 1

8  + 1
4  + 1

2 اأي اإن: 1 + 

1 +000 فه��ي مت�سل�سلة هند�سية غ��ير منتهية، حدها 
6  + 1

12 + 1
24 + 1

��ا المت�سل�سل��ة: 48 اأمَّ
، واأ�سا�سها ر = 2  1

48 الأول اأ = 
لحِ��ظ اأن )ر( لي�س��ت مح�سورة بين العددي��ن: -1، و1، واأنه كلما زادت قيم��ة )ن( زادت قيمة 
)رن(، واأن مجموع هذه المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية ل يوؤول اإلى قيمة معينة، واأنه يكون )∞(.
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جد مجموع كل مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية )اإن اأمكن( في ما ياأتي:
000+ 1

5  - 1 + 5 - 25  )1
000+ 20 + 2 + 0.2 + 0.02  )2

(ن+1 1
2 (

∞

ن = 1 
 )3

الحل
|>1، ويمكن اإيجاد مجموعها. 1

5  - | ، 1
5  - = 5

25 ر = -   )1
125

6  = ) 5
6 ()25( = 25

)1-
5 ( - 1

اأ  = 
1 - ر ج� = 

0.2 = 10 ≤ 1؛ لذا ل يمكن اإيجاد مجموع هذه المت�سل�سلة.
ر= 0.02  )2

 000+ 1
16  + 1

8  + 1
4 (ن+1 =  1

2 (
∞

ن = 1 
 )3

1 < | 1
2  |  ، 1

2  = 1
4  ÷ 1

8 ر = 

∴ يمكن اإيجاد مجموع هذه المت�سل�سلة.

1
2  = 

1
4

1
2  - 1

اأ  = 
1 - ر ج� = 

∫ÉãŸG1

مجموع المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية

مجموع مت�سل�سلة هند�سية غير منتهيةحدها الأول اأ، واأ�سا�سها ر، بحيث اإن: -1> ر> 1، هو 
اأ 

1 - ر  = 
∞
ج�

ا اإذا كانت| ر| ≤1 فاإنه يتعذر اإيجاد مجموع المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية. اأمَّ



167

اكتب الك�شر الع�شري الدوري 0.35 ب�سورة ك�شر عادي في اأب�سط �سورة.
الحل

0.35353535000 = 0.35

000 + 35
1000000  + 35

10000  + 35
100  =   

)000 + 1
10000 + 1

100  + 1( 35
100  =   

اأ = 1، ر = 0.01

) اأ 
1 - ر ( 35

100 ج� = 
35
99  = ) 1

0.01 - 1( 35
100 ج� = 

∫ÉãŸG2

جد مجموع كل مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية مما ياأتي:
000+ 0.08 +0.4 + 2 + 10  )1

(ن 1
2 (3 

∞

ن = 1 
 )2

)1(التدريب

اكتب الك�شر الع�شري الدوري 0.547 ب�سورة ك�شر عادي في اأب�سط �سورة.
)2(التدريب

تعلمت اأن الك�شر الع�شري الدوري 0.3 = 0.33333000، واأنه يمكن كتابته على النحو الآتي: 
 000 +0.003+0.03+0.3 = 0.3            

اإذن، هو مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية، حدها الأول 0.3، واأ�سا�سها 0.1، ومجموعها:
1
3  = 0.3

0.9  = 0.3
اأ  = 1 - 0.1

1 - ر ج� = 
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اأيّ المت�سل�سلات الآتية يمكن اإيجاد مجموعها:  )  1
000 + 25 + 50 + 100 + 200  ) اأ 

000+ 81 + 27 + 9 + 3 + 1  ) ب 
000+ 5.4 + 1.8 + 0.6 +0.2  ) ج� 

جد مجموع المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية لكلٍّ مما ياأتي)اإن اأمكن(:  )  2
000 + 3

2   + 3 - 6+ 12 - 24  ) اأ 
(ن 3

2 ( 
∞

ن = 1 
 ) ب 

000 + 50 + 5 + 0.5 + 0.05  ) ج� 
 )2(ن+1

∞

ن = 1 
 ) د 

اكتب الك�سور الع�شرية الدورية الآتية ب�سورة ك�سور عادية في اأب�سط �سورة:  )  3
0.4                 ب (  0.405                   ج� (  0.25   ) اأ 

، ومجموعها 300، فما حدها الأول؟ 1
2 مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية، اأ�سا�سها   )  4

الموقع  من  انطلاقًا  بحرية  تتحرك  بخيط  معلقة  كرة   )  5
اأ، وتتاأرجح في م�ستوى واحد. اإذا فر�سنا اأن الكرة 
واإيابًا،  ذهابًا  المرات  من  نهائيًّا  ل  عددًا  تحركت 
 ،18 الكرة:  تقطعها  التي  الأقوا�س  اأطوال  وكانت 
اأطوال  مجموع  فجد   ،000،  2.25  ،4.5  ،9

الأقوا�س التي قطعتها الكرة.

حل الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )  6

CG
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IóMƒdG á∏Ä°SCG

جد الحد العام )الحد النوني( للمتتاليات الآتية:  )  1

000 ، 9
8  ، 9

4  ، 9
2  ، 9  ) اأ 

000، 7 ،12 ، 17 ، 22 ،27 ب ( 
000، 24 ، 12 ، 6 ،3 ج� ( 

000 ، 81 ، 27 ، 9 ، 3  ) د 

جد الحدود الخم�سة الأولى لكلٍّ من المتتاليات الآتية:  )  2
متتالية ح�سابية حدها الأول 10، واأ�سا�سها -5  ) اأ 
1
5 متتالية هند�سية حدها الأول 25، واأ�سا�سها  ب ( 

متتالية حدها الأول 12، وحدها العام حن = 3حن-1، ن ≤ 2 ج� ( 

جد مجموع كل مت�سل�سلة من المت�سل�سلات الآتية:  )  3
99+000+9+7+5+3+1  ) اأ 

000+ 4
9  + 1

3  + 1
4 ب ( 

)2(ن-1
8

ن = 1 
ج� ( 

(ن 1
2 ( 

∞

ن = 1 
 ) د 

اكتب خم�سة حدود من المتتالية الح�سابية: 2، 4، 000 ، ثم اكتب خم�سة حدود اأخرى من   )  4
المتتالية الهند�سية: 2، 4، 000

جد الحدود المفقودة في المتتالية الح�سابية: 57،  ،  ،  ، 37  )  5

جد الحدود المفقودة في المتتالية الهند�سية: 128،  ،  ،  ، 8  )  6
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اكتب الك�شر الع�شري الدوري 0.41 ب�سورة ك�شر عادي في اأب�سط �سورة.  )  7

ثابتًا مقداره  �سنويًّا  راتبًا  يتقا�سى  اأحدهما  ال�شركات، وكان  اإحدى  العمل في  بداأ موظفان   )  8
5000 دينار، ويتقا�سى الآخر راتبًا مقداره 4000 دينار في ال�سنة الأولى، ويزداد بمقدار 

100 دينار كل �سنة تالية:
بعد كم �سنة يت�ساوى راتبا الموظفيِن؟  ) اأ 

بعد كم �سنة يكون مجموع ما تقا�ساه الموظف الأول م�ساوياً لمجموع ما تقا�ساه الموظف   ) ب 
الثاني؟ 

اأودع �سخ�س مبلغ 1000 دينار في م�شرف مدة خم�س �سنوات على اأ�سا�س الربح المركب،   )  9
بفائدة �سنوية مقدارها 3 ٪؛ على اأن ت�ساف اإلى المبلغ �سنويًّا. جد اإجمالي المبلغ في نهاية المدة.

النمو ال�سكاني فيها 2 ٪. كم ي�سبح  اإحدى المدن 250000 ن�سمة، ومعدل  عدد �سكان   ) 10
عدد �سكانها بعد مُ�سي ثلاث �سنوات؟ 

ا�سترى رجل �سيارة بمبلغ 20000 دينار. فاإذا كانت قيمة ال�سيارة تنق�س بمقدار 12 ٪. عن   )  11
قيمتها في ال�سنة ال�سابقة لها، فجد قيمة ال�سيارة بعد مرور خم�س �سنوات. 

يت�ساعف عدد البكتيريا في الظروف المثالية مرتين كل ع�شر دقائق. فاإذا كان عدد البكتيريا في   )  12
كوب حليب 14، فكم ي�سبح عددها بعد مُ�سي �ساعة؟

3 م3 يوميًّا، فبعد كم يوم 
4 �سهريج يحتوي على 12م3 من الماء. اإذا ت�شرب منه الماء بمعدل   ) 13

تبقى ن�سف كمية الماء في ال�سهريج؟

م لها  ا�ستركت نور في نادٍ للياقة البدنية، ودفعت مبلغ 50 دينارًا لذلك، ثم اأ�سبح النادي يُقدِّ  )  14
خ�سمًا �سهريًّا مقداره ديناران في نهاية كل �سهرٍ مقارنة بال�سهر ال�سابق له. اإذا كان مجموع ما 

دفعته نور للنادي خلال اأ�سهر التدريب 490 دينارًا، فكم �سهرًا تدربت في النادي؟
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يتكون هذا ال�سوؤال من �ست فقرات من نوع الختيار من متعدد، لكل فقرة اأربعة بدائل،   ) 15
واحد منها فقط �سحيح. �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:

الحد الخام�س في المتتالية التي حدها العام حن = 3)-2(ن هو:   )1(
ب( -32 اأ   ( 32  
د  ( -96 ج�( 96  

رتبة الحد 15 في المتتالية الح�سابية التي حدها الأول 30، واأ�سا�سها -3 هو:  )2(
ب( الثلاثون اأ   ( الخام�س ع�شر  
د  ( ال�ساد�س ج�( الخام�س  

اإحدى المت�سل�سلات الآتية ح�سابية:  )3(
ب ( 9+7+5+2+1 اأ   (8+4+2+1 +16 

د  (  10+20+40+80 ج� (21+25+29+33 
في المتتالية الهند�سية التي حدها الأول 5 واأ�سا�سها 3، تكون �سيغة الحد العام فيها:  )4(

اأ    ( حن = 3)5(ن  ب( حن = 3)5(ن �1
ج� ( حن = 5)3(ن  د  ( حن = 5)3(ن ��1

7 + 000 هو:
8  + 7

4  + 7
2 مجموع المت�سل�سلة: 7 +   )5(

105
4 28      ب( 

14 اأ   ( 
ج�( 14                                                  د  ( 7

1 +000( ي�ساوي:
8  - 1

4  + 1
2 مجموع المت�سل�سلة الهند�سية اللانهائية: )1 -   )6(*

2
3 ب(    5

8 اأ   ( 
د( ∞   3

2 ج�( 
* ال�سوؤال من اأ�سئلة الختبارات الدولية.
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