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ó ƒ°VƒŸGoáëØ°üdG

الحقوق جميعها محفوظة لوزارة التربية والتعليم
عمّان - الأردن / �ص.ب: 1930

أولى  الطبعة ال

اأعيدت طباعته

1437هـ/2016م

 2017 - 2019م

ق��رّرت وزارة التربي��ة والتعليم تدري�س هذا الكتاب في مدار�س المملكة الأردنية الها�ش��مية جميعها، 
بناءً على قرار مجل�س التربية والتعليم رقم )2016/58(، تاريخ 2016/3/6م ،  بدءًا من العام الدرا�شي 

2016م /2017م.

   

ISBN: 978 - 9957 - 84 -686- 2

رقم الإيداع لدى دائرة المكتبة الوطنية

)2016/3/1200(   

اأ�شرف على تاأليف هذا الكتاب كل من: 

د. معاذ محمود ال�شياب 

وقام بتاأليفه كل من:

راجــعـهــــــــــــا :  نــفـيــــن اأحـــمــــــــد جــــوهــــــــــردقــــق الطباعــة :  هبـــــــه مـــــاهـــــــر الـتــمـيـــمـــــي

التحرير العلمي: د. لنا كمال عرفة، نفين اأحمد جوهر

)رئي�شًا(  هديب  زارع  ح�شن   اأ.د. 
ــعــة ــاب رب مــحــمــد  الله  ــد  ــب ع د.  اأ. 

ــل رحــي الله  عــبــد  اأحـــمـــد  اأ.د. 
ـــدادي  ـــق م ــد  ــم ــح م ربــــى  د.  اأ. 

ــة ــح ــي ــت ــــــور الــــديــــن اف ـــــــوار ن ن
ــــر ــــوه نــــفــــيــــن اأحــــــــمــــــــد ج

ــي ــل ــع ال �ـــشـــلـــيـــمـــان  ـــر  ـــم ع د. 
اخــــــــــلاوي �شـــعـــــــــــــود  روؤى 

ــان ــي ــل ـــر اأحـــــمـــــد اأبـــــــو ع ـــم ع

ــي ــش ــ� ــاري ــش ــ� مـــيـــ�ـــشـــاء عـــمـــر ال

ــب ــن ــش ــــــــو � ــــــــداء فــــــــــوؤاد اأب ن

الــتــ�ــشــمــيــم : 

التحريـر اللغوي : 

التحريـــر الفنـي : 

ــــــــزة فـــــــايـــــــز حــــــــداد فــــــــاي

ــــــــــــــب عــــطـــــــــــــــــــوان اأدي
ـــدات ـــعـــوي ــد ال ـــ ــي مــحــمـــ ـــ ـــ ــل ع

ــــــم :  ــــــش ــــــر� ال

ــــور :  ــــش ــــ� ــــم ال

الإنــــــــتــــــــاج : 



päÉjƒàëŸG oáªFÉb
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المعادلاتُ الخطيةُ بمتغيرينِ

المعادلتُ مو�شوعٌ  ريا�شيٌّ لهُ تطبيقاتٌ وا�شعةٌ في �شتى مجالتِ 
الحياةِ؛ فلا يكادُ يخلو مجالٌ منها.

وقدْ �شنّفَ العالمُ لنُ �شتيوارتُ Lan Stewart �شبعَ ع�شرةَ معادلةً 
على اأنَّها المعادلتُ التي غيَّرتِ العالمَ ، منْ بينِها مبرهنةُ  فيثاغور�سَ 

التي �شتتعرفُ اإلَيها في الوحدةِ ال�شابعةِ.
للمعادلاتِ اأنواعٌ عدةٌ, منها: الخطيةُ  وَالتربيعيةُ وَالتكعيبيةُ, وقدْ 
اأكثرَ. و�شتتعرفُ في هذهِ الوحدةِ المعادلتِ  اأوْ  تحتوي على متغيرٍ 

الخطيةَ بمتغيرينِ.

5الوحـدةُ الخامسةُ



يتوقعُ منَ الطالبِ في نهايةِ هذهِ الوحدةِ اأن يكونَ قادرًا على: 
تمييزِ اأنظمةِ المعادلاتِ الخطيةِ بمتغيرينِ وتكوينِها.

حلِّ نظامٍ مكونٍ من معادلتينِ خطيّتينِ بمتغيرينِ بطرائقَ مختلفةٍ؛ )بيانيًّا, اأو بالتعوي�ضِ, 
اأو بالحذفِ(.

توظيفِ حلِّ اأنظمةِ المعادلاتِ الخطيةِ  بمتغيرينِ في حلِّ م�سكلاتٍ حياتيةٍ.
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تملكُ �شعادُ محلاًّ تجاريًّا، اإذا كان مجموعُ 
اأرباحِها في اأولِ عامينِ 8976 دينارًا، فاكتبْ 
في  �شُعادَ  اأرباحِ  مجموعَ  يو�شحُ  جبريًّا  تعبيرًا 
العامينِ، اإذا كانَ مقدارُ ربحِها في العامِ الأولِ 

�س، وفي العامِ الثاني �س.

النتاجاتُ
• تتعرفُ المعادلةَ الخطيةَ بمتغيرينِ. 

• تكوّنُ معادلةً خطيةً بمتغيرينِ. 

الدر�صُ 
المعادلةُ الخطيةُ بمتغيرينِالأولُ

يُ�شمى التعبيرُ الجبريُّ الذي تو�شلتَ اإليهِ في الم�شاألةِ ال�شابقةِ معادلةً خطيةً بمتغيرينِ.

ال�سورةُ العامةُ للمعادلةِ الخطيةِ بمتغيرينِ �ض, �ض هيَ:
اأ �س+ ب �س + ج� =0 حيثُ اأ، ب، ج� ح،  اأ  ≠ �سفرًا, ب  ≠ �سفرًا

اأ معاملُ �ض, ب معاملُ �ض, جـ الحدُّ المطلقُ اأوِ الثابتُ.

اكتبْ كلاًّ منَ المعادلاتِ الخطيةِ بمتغيرينِ في ما ياأتي على �سورتِها العامةِ: 
1( �س  - 4�س =9

2( -3ل = 2ع  - 6ل + 21
3( 8م +    11ن = 0

مثالٌ )1(
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الحلُّ
1( �س - 4�س - 9 = 0                    بطرحِ 9 من طرفَيِ المعادلةِ )-9( 

2( 2ع - 3ل + 21 = 0                باإ�شافةِ 3 ل اإِلى طرفيِ المعادلةِ وتجميعِ الحدودِ المت�شابهةِ 
3( 8م +   11ن + 0 = 0              الحدُّ  الثابتُ جـ = �سفرًا

رْ وناق�صْ فكِّ

اأيُّ المعادلتِ الآتيةِ خطيةٌ بمتغيرينِ، معَ ذكرِ ال�شببِ: 
2( 3ع + 1= ع + 5 1( 13�س - 25 = �س2    

4( ه�  - و = 36ه� و + 8 3( 21 = 10م + 11ن   

مثالٌ )2(

طلبتِ المعلمةُ منَ الطالباتِ كتابةَ المعادلةِ -2)ه� - و -7( = 14 على ال�شورةِ العامةِ، 
فاأجابتْ كلٌّ منْ �شلمى وريمَ ورزانَ ولمى الإجاباتِ الآتيةَ على الترتيبِ:

-2 ه� - 2 و =0
2 ه� + 2 و =0

- ه� + و =0
ه� - و =0

اأيُّهنَ اأ�شابتْ؟ بررْ اإجابتَكَ.

اكتبْ كلاًّ من المعادلاتِ الخطيةِ بمتغيرينِ في ما ياأتي على �سورتِها العامةِ:
2( ح = ط 1( 8 = 3�س - 2�س    

10=                  )4 3( 5ك = 7٫1 + ل    

1تدريبٌ     

4م + 3ن
2-
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الحلُّ
المعادلةُ في الفرعِ )3( معادلةٌ خطيةٌ بمتغيرينِ؛ لاأنهُ يمكنُ كتابتُها على ال�سورةِ العامــةِ 
اأ �س + ب �س + ج�= 0, اأما بقيةُ المعادلاتِ فهيَ لي�ستْ معادلاتٍ خطيةً بمتغيرينِ؛ 
لاأنهُ لا يمكنُ كتابةُ اأيٍّ منها على ال�سورةِ العامةِ للمعادلةِ الخطيةِ بمتغيرينِ؛ فالمعادلةُ في 
الفرعِ )1( اأكبرُ قوةٍ فيها 2, والمعادلةُ في الفرعِ )2( بمتغيرٍ واحدٍ, والمعادلةُ في الفرعِ 

)4( لي�ستْ خطيةً؛  لوجودِ حا�سلِ �سربِ متغيرينِ. 

اأيُّ المعادلتِ الآتيةِ خطيةٌ بمتغيرينِ مع ذكرِ ال�شببِ:

2( - 5ع = 11ل - 5 ي 1( 7�س + �س = 53   

4( 2٫91�س =  2٫91�س 3( 44  - ك = ل2   

6( ع )1 - ل( = 0 5( 4ج� +    28 د = 17  

2تدريبٌ     

3

•  لماذا ي�سترَطُ في ال�سورةِ العامةِ للمعادلةِ الخطيةِ بمتغيرينِ األاَّا يكونَ معاملُ �ض فيها 
�سفرًا, كذلكَ األاَّا يكونَ معاملُ �ض فيها �سفرًا؟

•  بالعودةِ اإلى الم�ساألةِ في مقدمةِ الدر�ضِ؛ اأجبْ عن كلٍّ مما ياأتي:
( هلْ يمثلُ المقدارُ الجبريُّ الذي ح�شلتَ عليهِ معادلةً خطيةً بمتغيرينِ؟ اأ 
( اقترحْ زوجًا مرتبًا يمثل ربحَ �سعادَ في كلٍّ من العامينِ. مبررًا اإجابتَكَ. ب 

( ما عددُ الأزواجِ المرتبةِ التي تمثلُ حلاًّ للمعادلةِ؟ قارنْ اإجابتَكَ مع زملائِكَ.  ج� 

رْ وناق�صْ فكِّ
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1( اأيُّ الأزواجِ الآتيةِحلٌّ للمعادلةِ -2�س - �س=0، مبررًا اإجابتَكَ:
 .)22- ،11( ، )4 ،2( ، )2 ،1-(

2( تتكونُ اإحدى الموؤ�ش�شاتِ منْ 58 موظفةً وموظفًا. اكتبِ المعادلةَ التي تو�سحُ عددَ 
مْ حلَّاينِ للمعادلةِ, مبررًا اإجابتَكَ. الموظفاتِ والموظفينَ في الموؤ�س�سةِ, ثمَّا قدِّ

3تدريبٌ     

يُ�سمى الزوجُ المرتبُ منَ الاأعدادِ الحقيقيَّاةِ الذي يحققُ المعادلةَ الخطيةَ بمتغيرينِ حلاًّا للمعادلةِ، 
وَمجموعةُ حلِّ المعادلةِ الخطيةِ بمتغيرينِ هيَ مجموعةٌ غيرُ منتهيةٍ منَ الاأزواجِ المرتبةِ.

اأيُّ الزوجينِ )-1، -2( ، )5، -1( حلٌّ للمعادلةِ �س - 4�س = 9؟

الحلُّ
= 9                                      تعوي�سُ ) -1، -2( في المعادلةِ  �س - 4�س  

الإ�شارةُ )؟( تعني: هلْ يت�شاوى الطرفانِ بعدَ التعوي�سِ  -1 - 4)-2( =؟  9     
)-1،-2( لا يحققُ المعادلةَ      9 ≠   7                 

اإذنْ )-1،-2( لي�سَ حلاًّ للمعادلةِ �س - 4�س = 9
                              9 = �س - 4�س  

تعوي�سُ )5 ، -1( في المعادلةِ =؟  9         )1-(4 - 5
قَ المعادلةَ )5 ، -1( حقَّا                              9 =   9                

اإذنْ )5 ، -1( حلٌّ للمعادلةِ. 
اقترحْ حلولً اأخرى للمعادلةِ �س - 4�س = 9 مبررًا اإجابتَكَ.

مثالٌ )3(
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اكتبِ المعادلةَ: 6�س - 2�س = 8 بحيث يكونُ �س اأحدَ الطرفينِ. 

الحلُّ
 8 = 6�س - 2�س 

طرحُ 6�س من طرفي المعادلةِ = 8 - 6�س          -2�س 
ق�شمةُ طرفي المعادلةِ -2 = -4 + 3�س                 �س 

مثالٌ )4(

اكتبِ المعادلتِ الآتيةَ بحيثُ يكونُ �س اأحدَ طرفيِ المعادلةِ: 
1( 15 �س= -7 + �س

2(      �س +      �س = 0  

3( 3�س = 10 - 2�س + 2�س

4تدريبٌ     

2
5

1
5

قِيَمُ  تَعتمدُ  0 قانونًا جبريًّا  اأ �ض + ب �ض + جـ =  تمثلُ المعادلةُ الخطيةُ بمتغيرينِ 
اأحدِ المتغيرينِ فيهِ على الآخرِ، وعندَ و�شعِ �س في المعادلةِ بدللةِ �س نُ�شمي �س مو�شوعًا 

للقانونِ، ونُ�شمي عمليةَ كتابةِ اأحدِ المتغيرينِ بدللةِ الآخرِ تغييرَ مو�شوعِ القانونِ.

1( اأعدْ حلَّ تدريبِ )4( بجعلِ المتغيرِ �س مو�شوعًا للقانونِ.
2( كوّنْ معادلةً خطيةً بمتغيرينِ، واأعِدْ �شياغتَها بجعلِ �س مو�شوعًا للقانونِ، ثمَّ بجعلِ 

�س مو�شوعًا للقانونِ.

5تدريبٌ     
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مًا اإجابتَكَ باأمثلةٍ، اإن لزمَ الأمرُ: ناق�سِ العبارةَ الآتيةَ مدعِّ
عندَ تغييرِ مو�شوعِ القانونِ في معادلةٍ منْ �س اإلى �س مثلًا اأوِ العك�سِ، فاإنَّ مجموعةَ حلِّ 

هذهِ المعادلةِ تتغيرُ.

رْ وناق�صْ فكِّ
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1( اأيُّ المعادلتِ الآتيةِ خطيةٌ بمتغيرينِ في ما ياأتي، مبررًا اإجابتَكَ:
( ع)2 - ع( =4ل -ع2 ب  ( 18 +    �س = 9�س  اأ 

( 3ن + 17م = -م ن د  ج� ( –ي =    5 ط 

(        ك =       ل و  ( �س = 28  ه� 

2( اأعِدْ �شياغةَ المعادلةِ -4ل + 9 = ل + ع؛ بجعلِ ل مو�سوعًا للقانونِ, ثمَّا بجعلِ ع 
مو�شوعًا للقانونِ .

3( بيِّنْ اإذا كانَ الزوجُ المرتبُ اإزاءَ كلِّ معادلةٍ  في ما ياأتي حلاًّ لها:
)6- ،1(  ، ( 2�س  - �س =  8  اأ 
)4 ، 0(  ، ب ( 3�س + 2�س = -12 

4( عددانِ طبيعيانِ، خم�شةُ اأمثالِ الأولِ مطروحًا من الثاني ي�شاوي 10، اكتبْ معادلةً 
خطيةً بمتغيرينِ تو�شحُ العلاقةَ بَيْنَ هذينِ العددينِ ، ثمَّ اكتبْ حلينِ لها مبررًا اإجابتَكَ.

5( اكت�سفِ الخطاأَ:
: المعادلةَ �س2 + �س2 =4، هيَ معادلةٌ خطيةٌ بمتغيرينِ، لأننا اإذا اأخذْنا  قالَ عادلٌ  اإنَّ
الجذرَ التربيعيَّا لكلِّ حدٍّ من حدودِها, فاإنَّا الناتجَ �ض + �ض= 2, ما الخطاأُ الذي 

وقعَ بهِ عادلٌ؟ 

3
11

3
11

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( تحدثْ معَ زميلِكَ عنْ خطواتِ تمثيلِ 
المعادلةِ:

�س = �س + 4 بيانيًّا.
مع  لها  تو�سلْتَ  التي  الخطواتِ  طبِّقِ   )2

زميلِكَ لتمثيلِ المعادلةِ.

ن�شاطٌ

اأجبْ عنْ كلٍّ مما ياأتي:
1( مثِّلِ المعادلةَ  3�س - �س =1 بيانيًّا.

دْ مجموعةَ حلِّ المعادلةِ. 2( حدِّ
؟ 3( هلْ تنتمي  النقاطُ )1، 2( ، )-11، 34( اإلى مجموعةِ الحلِّ

الحلُّ
1( لتمثيلِ المعادلةِ بيانيًّا, اتبعِ الخطواتِ الاآتيةَ:

( اجعلْ �س مو�شوعَ القانونِ في المعادلةِ: �س = 3�س - 1 اأ 
ب ( اخترْ قِيَمتينِ للمتغيرِ �ض, ثمَّا اح�سبْ قيمتيْ �ض المُناظِرتينِ لها, واكتبِ الزوجينِ 

المرتبينِ الناتجيْنِ.

مثالٌ )1(

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
الثاني

التمثيلُ البيانيُّ لمعادلةٍ خطيةٍّ بمتغيرينِ

النتاجاتُ
• تُمثّلُ المعادلةَ الخطيةَ بمتغيرينِ بيانيًّا.

٢

٣

٤

٥

٦

٧

١- ١
١-

٢- ٢

٢-

٣- ٣

٣-

٤- ٤

٤-

٥- ٥

٥-

٦- ٦

٦-

٧-

٧-

١

ص

س
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)�ص ، �ص(�ص = 3�ص - 1�ص
)-1، -4(�س = 3)-1( -1 = -1-4
)0، -1(�س = 3)0( - 1 = -01

، ثمَّ �شلْ بينَها بم�شتقيمٍ . ج� ( عيّنِ الأزواجَ المرتبةَ في الم�شتوى البيانيِّ

على  الواقعةِ  النقاطِ  جميعِ  مجموعةُ  هيَ   1= �س   - 3�س  المعادلةِ  حلِّ  مجموعةُ   )2
الم�شتقيمِ الممثلِ اأعلاهُ ، وهيَ مجموعةٌ غيرُ منتهيةٍ.

3( نعوّ�سُ النقطةَ )1 ، 2( في معادلةِ الم�شتقيمِ: 3�س - �س = 1
تعوي�سُ قيمةِ �س = 1، وقيمةِ �س = 2 3 × 1 - 2 =؟  1    

    1 =   2 - 3       
1 =    1                   

اإذنِ النقطةُ )1 ، 2( تقعُ على الم�شتقيمِ الذي معادلتُه 3�س - �س = 1
نعوّ�سُ النقطةَ )-11 ، 34( في معادلةِ الم�شتقيمِ

= 3�س - 1                            �س 
تعوي�سُ قيمةِ �س = -11، وقيمةِ �س = 34 34 =؟  3)-11( - 1   

)-11، 34( لا تحققُ المعادلةَ                          34- ≠  34
معادلتُهُ 3�س - �س = 1،  الذي  الم�شتقيمِ  على  تقعُ  النقطةُ )-11، 34( ل  اإذنِ 

. !وبالتالي ل تنتمي اإلى مجموعةِ الحلِّ

٢

٣

٤

٥

٦

٧

١- ١
١-

٢- ٢

٢-

٣- ٣

٣-

٤- ٤

٤-

٥- ٥

٥-

٦- ٦

٦-

٧- ٧

١

ص

س
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مجموعةُ حلِّ المعادلةِ الخطيةِ بمتغيرينِ:
اأ �ض + ب �ض + جـ = �سفرًا حيثُ اأ, ب, جـ ح، اأ ≠0 ، ب ≠ 0؛ هي مجموعةٌ 
بم�شتقيمٍ كلُّ  بيانيًّا  ال�شورةِ )�س،�س(، وتُمثَّلُ  المرتبةِ على  الأزواجِ  منَ  منتهيةٍ  غيرُ 

نقطةٍ عليه تحققُ المعادلةَ الخطيةَ. 

دْ اأيُّ النقاطِ الاآتيةِ تنتمي  مَثّلْ مجموعةَ حلِّ المعادلةِ 3 + 6�س + 3�س = 0 بيانيًّا, ثمَّا حدَّ
اإلى مجموعةِ حلِّها ؟ مبررًا اإجابتَكَ:

.)21- ،10( ، ) 1 ،     -( ، )0،0(

يبيعُ اأحمدُ بناطيلَ وقم�شانَ، اإذا كانَ يربحُ في البنطالِ الواحدِ ثلاثةَ دنانيرَ، وفي القمي�سِ 
30 دينارًا. اكتبِ المعادلةَ  اليوميةِ  اأرباحِهِ  الواحدِ دينارينِ, ويخططُّ ليكونَ مجموعُ  
ليحققَ هذا  يوميًّا  بيعُها  عليهِ  التي  القم�سانِ  البناطيلِ وعددِ  بينَ عددِ  العلاقةَ  تبينُ  التي 

الربحَ، ومثّلْها بيانيًّا. 

رْ اإجابتَكَ. بناءً على بيانِ المعادلةِ في الم�شاألةِ ال�شابقةِ، هلْ هناكَ حلولٌ م�شتثناةٌ. برِّ

1تدريبٌ     

2تدريبٌ     

1
2
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1( مثّلْ كلاًّ منَ المعادلتِ الآتيةِ بيانيًّا:
( �س =     �س              ب( �س =     �س + 3             ج�( �س =     �س - 3 اأ 

2( اأيُّ الأزواجِ المرتبةِ ) 0، 9( ، )3 ، 0( ، )-2٫7 ،  -3٫9( ، )ه� ،      (، 

)    5  ،          -3( ينتمي اإلى مجموعةِ حلِّ المعادلةِ �س=      �س - 3؟

3( مثّلِ المعادلةَ 3�س - 12 = 0 بيانيًّا, ثمَّا حددْ نقاطَ تقاطعِ الم�ستقيمِ الناتجِ معَ كلٍّ 
من محورِ ال�شيناتِ ومحورِ ال�شاداتِ.

نْ معادلةً خطيةً بمتغيرينِ في كلٍّ مما ياأتي, ثمَّا مَثّلْها بيانيًّا: 4( كوِّ
الحرارةِ  درجةِ  اأخما�ضِ  ت�سعَ  ت�ساوي  ف  بالفهرنهايتِ  الجوِّ  حرارةِ  درجةُ   ) اأ 

بال�شل�شيو�سِ م�شافًا اإليها 32.
ب ( عددانِ طبيعيّانِ مجموعُهُما 17.

( محيطُ مثلثٍ متطابقُ ال�سلعينِ ي�ساوي 20 �شم. ج ـ
( محيطُ م�شتطيلٍ ي�شاوي 50�شم. د 

5( اكتبْ معادلةَ الم�شتقيمِ الممثلِ جانبًا. 

1
3

1
3

1
3

1
3

ه�
3

3
  5

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“

٢

٣

٤

٥

٦

٧

١- ١
١-

٢- ٢

٢-

٣- ٣

٣-

٤- ٤

٤-

٥- ٥

٥-

٦- ٦

٦-

٧- ٧

١

ص

س
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πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
الثالثُ

حلُّ نظامٍ مكوّنٍ من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بيانيًّاا

النتاجاتُ
• تحلُّ نظامًا مكونًا من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بيانيًّا.

اتفقتْ ليلى وروؤى على و�سعِ خطةٍ لممار�سةِ القراءةِ بو�سفِها عادةً يوميةً؛ حيثُ قراأتْ 
ليلى 6 �سفحاتٍ من اإحدى الق�س�ضِ, وقررتْ اأن تزيدَ �سفحةً في الاأ�سبوعِ الاأولِ, ثمَّا 
تزيدَ �سفحةً كذلك في كلِّ اأ�سبوعٍ, بينَما قراأتْ روؤى �سفحتيْنِ من ق�سةٍ اأخرى, وقررتْ 
اأن تزيدَ �سفحتينِ في الاأ�سبوعِ الاأولِ, ثمَّا تزيدَ �سفحتينِ كذلك في كلِّ اأ�سبوعٍ. في اأيِّ 

هُ منَ ال�سفحاتِ؟ اأ�سبوعٍ �ستقراآنِ العددَ نف�سَ

لحلِّ الم�ساألةِ ال�سابقةِ, نتبعُ الخطواتِ الاآتيةَ: 
1( نفر�ضُ عددَ ال�سفحاتِ التي تمَّا قراءتُها �ض, وعددُ الاأ�سابيعِ �ض. 

2( نكتُبُ التعبيــرَ الجبريَّا الذي يعبــرُ عن عددِ ال�سفحــاتِ التي قراأَتْها ليلى, وهــوَ 
�س = �س + 6, والتعبيرَ الجبريَّا الذي يعبرُ عن عددِ ال�سفحاتِ التي قراأَتْها روؤى, 

وهو �س = 2�س + 2. 
لاحظْ اأنهُ تكوّنَ لدينا المعادلتانِ الخطيتانِ: 

�س = �س + 6 
�س = 2�س + 2 

تُ�شمّى هاتانِ المعادلتانِ نظامًا منْ معادلتينِ خطيتينِ. 
الر�سمِ  على  معادلةٍ  كلَّا  نمثلُ  بيانيًّا؛  النظامِ  هذا  ولحلِّ 
المجاورِ فينتجُ م�شتقيمانِ متقاطعانِ في النقطةِ )4 ، 10(. 

هُ من ال�سفحاتِ.  اإذن نجدُ اأنَّاهُ في الاأ�سبوعِ الرابعِ �ستقراأُ كلٌّ منهُما العددَ نف�سَ

21

2

43

4

5

6

6

8

7

10

8

12

9

14

10

16
18
20

الأ�شبوعُ

�س = �س + 6

�س = 2�س + 2

عددُ ال�سفحاتِ
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جدْ مجموعةَ حلِّ النظامِ الآتي بيانيًّا: 
�س - �س + 3 = 0   
�س + 1 = 0 �س +    

الحلُّ

هِ بلونٍ مختلفٍ. مثِّلْ كلاًّ منَ المعادلتينِ على الم�ستوى البيانيِّ نف�سِ
 

مثالٌ )1(

تعريفٌ
يتكونُ نظامُ المعادلتِ الخطيةِ بمتغيرينِ منْ معادلتينِ خطيتينِ على ال�شورةِ:

اأ �س + ب �س = ج� ، حيثُ اأ، ب، ج� ح، اأ ≠0 ، ب ≠ 0
د �س + ه� �س = و ، حيثُ د، ه�، و ح، د ≠0 ، ه� ≠ 0؛  

وحلُّ نظامٍ منْ معادلتينِ خطيتينِ بيانيًّاا هوَ نقط���ةُ تقاط���عِ الم�شتقيمينِ الناتجينِ عنْ تمثي�لِ 
كـلٍّ منهُمـا بيانيًّا })�س1، �س1({.

في م�شاألةِ بدايةِ الدر�سِ: 
•  لماذا اكتفينا بالربعِ الاأولِ منَ الم�ستوى البيانيِّ لتمثيلِ المعادلتينِ؟ 

•  لو ا�ستمرتِ الخطةُ اأكثرَ من �سهرينِ, هل يمكنُ اأن يمرَّا اأ�سبوعٌ اآخرُ تقراآنِ فيهِ العددَ 
هُ منَ ال�سفحاتِ؟  نف�سَ

رْ وناق�صْ فكِّ
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لاحظْ: الم�ستقيمانِ الممثلانِ للمعادلتينِ تقاطعا في النقطةِ اأ)1،-2( ؛ لذا, فاإنَّا مجموعةَ 
حلِّ هذا النظامِ هيَ: })1، -2({.

٢

٣

٤

٥

٦

٧

١- ١
١-

٢- ٢

٢-

٣- ٣

٣-

٤- ٤

٤-

٥- ٥

٥-

٦- ٦

٦-

٧- ٧

٧-

١

ص

س

�ص - �ص + 3 = 0
)�ص ، �ص(�ص = �ص - 3�ص
)-2، -5(�س = )-2( - 3 = -2-5
)4، 1(�س = )4( - 3 = 41

�ص + �ص + 1 = 0
)�ص ، �ص(�ص =  - �ص - 1�ص
)-5، 4(�س = - )-5( - 1 = 5-4
)0، -1(�س = )0( - 1 = -01

�ص = �ص - 3

�ص = -�ص - 1

•  في نظامٍ مكوّنٍ منْ معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ، لماذا تعدُّ مجموعةُ حَلّهِ حلاًّ لكلتا المعادلتينِ؟
•  كيفَ يمكنُكَ التحققُ منْ اأنَّا الزوجَ المرتبَ الناتجَ منْ تقاطعِ الم�ستقيمينِ الممثلينِ لمجموعةِ 

حلِّ معادلتينِ في نظامٍ ما هوَ حلٌّ لهذا النظامِ؟

رْ وناق�صْ فكِّ

1( بيِّنْ اإذا كانتْ })2، -2({ هيَ مجموعةَ حلِّ النظامِ الآتي:
3�س + �س = 4   

�س - 3�س = -4   
2( جدْ مجموعةَ حلِّ النظامِ الاآتي بيانيًّا, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ حلِّكَ.

                    �س + �س= 0 
�س = -      �س + 1   

1تدريبٌ     

1
 2
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جدْ مجموعة حلِّ النظامِ الآتي بيانيًّا:
1   = 2٫5�س + �س      
-3= 2٫5 �س + �س    

الحلُّ
هِ , ثمَّا جدْ نقطةَ تقاطعِ الم�ستقيمينِ الناتجينِ.  مثّلِ المعادلتينِ بيانيًّا على الر�سمِ نف�سِ

اخترْ قِيَمًا للمتغيرِ �ض؛ بحيثُ ي�سهلُ عليكَ ح�سابُ الاأزواجِ المرتبةِ.
 

مثالٌ )2(

1 = 2٫5�ص + �ص
)�ص ، �ص(�ص = -2٫5�ص + 1�ص
)-2، 6(�س = -2٫5 )-2( + 1 = 2-6
)0، 1(�س = -2٫5 )0( + 1 = 01

الم�ستقيمانِ الناتجانِ متوازيانِ؛ اإذن, لا يوجدُ حلٌّ لهذا النظامِ منَ المعادلاتِ, اأيْ اأنَّا 
مجموعةَ الحلِّ هيَ ∅ اأو }{.

-3 = 2٫5�ص + �ص
)�ص ، �ص(�ص = -2٫5�ص - 3�ص
)-2، 2(�س = -2٫5 )-2( - 3 = 2-2
)0، -3(�س = -2٫5 )0( - 3 = -03

جدْ مجموعةَ حلِّ كلٍّ منَ النظامينِ الاآتيينِ بيانيًّا:
1( 2�س = 5  + �س ،     

      2�س = 7 + �س

2تدريبٌ     
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٧
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١-

٢- ٢

٢-

٣- ٣

٣-

٤- ٤

٤-

٥- ٥
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2( �س = 3 �س + 6  ،      
      6�س - 2�س + 12 = 0  

اإذا انطبقَ الم�ستقيمانِ الناتجانِ عنْ تمثيلِ نظامٍ مكوّنٍ من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ, 
فاإنَّا مجموعةَ حلِّ النظامِ هيَ مجموعةُ لانهائيةٌ منَ النقاطِ, وهيَ مجموعةٌ جميعِ النقاطِ 

الواقعةِ على اأحدِ الم�شتقيمينِ.
هلْ يمكنُ التنبوؤُ بعددِ حلولِ نظامِ معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ منْ دونِ حلِّهِ؟ 

للاإجابةِ عنْ هذا  ال�سوؤالِ؛ نفّذِ الن�ساطَ الاآتي:

ن�شاطٌ

المعادلتان
�ص = اأ�ص + ب

قيمَُ اأ ، ب
العلاقةُ بيَن قيمتي اأ، وقيمَتي ب 

في المعادلتين

عددَ الحلولِ 

الناتجةِ

�س = �س - 5
�س = -�س + 4

اأ = 1 ، ب = -5
اأ = -1 ، ب = 4

قيمتا اأ مختلفتان
حلٌ واحدٌقيمتا ب مختلفتان

�س = 2�س + 3
�س = -     �س + 3

�س = 3�س - 2
�س = 3�س + 8

�س = �س - 5
�س = �س - 7

�س = 3�س + 6

�س = 

1
2

6�س + 12
2

ماذا تلاحظ؟

اأكمل الجدول الآتي:
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لا بُدَّا اأنكَ لاحظتَ اأنّهُ في نظامِ المعادلاتِ الخطيّةِ بمتغيرينِ على ال�سورةِ: 

�س = اأ �س + ب     

�س = م �س + ج�     

1( يكونُ للنظامِ حلٌّ وحيدٌ اإذا كانتْ اأ ≠ م. 

2( ل يوجدُ حلٌّ للنظامِ اإذا كانتْ اأ = م. 

3( يوجدُ عددٌ ل نهائيٌّ من الحلولِ اإذا كانتْ اأ = م وَ ب = ج�.

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( تحققْ اإذا كانتِ النقطةُ المعطاةُ لكلِّ نظامٍ مما ياأتي حلاًّ لهُ:
( �س = -2�س - 1 اأ 

النقطةُ )0، 5( 2�س = - �س + 3    
ب ( �س = 3�س + 2

النقطةُ )-1،-1( 6�س - 2�س= -4    
ج� ( �س =     �س           

النقطةُ )9، 6( �س +     �س = 6    
2( حُلَّ نظامَ المعادلتِ الآتي بيانيًّا:

0٫5�س = �س   
2�س + 6�س = 14

3( ما قيمةُ الثابتِ ب التي تجعلُ النقطةَ )2، 6( حلاًّ للنظامِ :
�س= 2�س + 2 

�س= 2٫5 �س + ب
4( اأيُّ اأنظمةِ المعادلتِ الآتيةِ يمثلُها الر�شمُ المجاورُ؟

، �س = -�س + 3 ( �س = 2�س - 1  اأ 
، �س = 2�س - 3 ب ( �س = 2�س - 1 

، -�س = -2�س - 1 ج� ( �س = 2�س + 1 
، �س = �س - 3 ( �س = 2�س + 1  د 

5( اكتبْ مثالًا على نظامٍ من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ في كلٍّ من الحالاتِ الاآتيةِ:
( يكونُ الم�شتقيمانِ الناتجانِ عن تمثيلِها متوازيينِ. اأ 
ب ( يكونُ الم�شتقيمانِ الناتجانِ عن تمثيلِها متطابقينِ. 
ج� ( يكونُ الم�شتقيمانِ الناتجانِ عن تمثيلِها متقاطعينِ.

2
3
1
3

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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اأقلامِ تلوينٍ, باعَ منَ ال�سنفينِ في  ا للاأطفالِ وعلبَ  يبيعُ ق�س�سً بائعٌ متجولٌ 
اأ�شبوعٍ واحدٍ 50 قطعةً، اإذا كانَ �شعرُ الق�شةِ 50 قر�شًا، و�شعرُ علبةِ الألوانِ 30 
 2100 ال�سنفينِ  منْ  الاأ�سبوعِ  هذا  مبيعاتِهِ خلالَ  قيمةُ مجموعِ  وكانَتْ  قر�سًا, 

قر�سٍ. كم قطعةً باعَ منْ كلِّ �شنفٍ؟
1( ك�وّنْ نظامًا مك�وّنًا من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ يع�بِّ�رُ عنْ مبيع�اتِ البائعِ 

بدللةِ �س، �س.
حْ اإلمَ ترمزُ كلٌّ منْ �س، �س في النظامِ. 2( و�شِّ

رْ اإجابتَكَ. 3( كمْ حلاًّ لهذا النظامِ ؟برِّ
عْ �س مو�شوعًا للقانون، ثمَّ عوّ�سْ عنْ قيمةِ �س  4( اخترْ اإحدى المعادلتينِ ، وَ�شَ

في المعادلةِ الثانيةِ ؟
5( ما نوعُ المعادلةِ التي ح�شلتَ عليها؟ حُلَّها باإيجادِ قيمةِ �س؟

�سْ قيمةَ �س الناتجةَ معكَ في اإحدى المعادلتينِ ، ثمَّ اأكملْ باإيجادِ قيمةِ �س. 6( عوِّ
بالن�شب�ةِ  يمثِّلُ  ماذا   ، عليهِ  ح�شلتَ  الذي  �س(  )�س،  المرتبَ  الزوجَ  اكتبِ   )7

للنظامِ ؟ مبررًا اإجابتَكَ.
8( اقترح ا�شمًا لطريقةِ الحلِّ ال�شابقِة.

ن�شاطٌ

الدر�صُ 
الرابعُ

حلُّ نظامٍ مكوّنٍ من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بالتعوي�صِ

النتاجاتُ
• تحلُّ نظامًا مكونًا من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بالتعوي�سِ.
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: ةِ الحلِّ ا�ستخدمْ طريقةَ التعوي�ضِ في حلِّ النظامِ الاآتي , ثمَّا تحققْ منْ �سحَّا
4�س - 5�س = 41                                

�س + 4�س = 11  

الحلُّ
4�س - 5�س = 41                                

�س + 4�س = 11  
اجعلِ المتغيرَ �س مو�شوعًا للقانونِ في المعادلةِ 

رِ اختيارَ معادلةِ )2( لجعلِ �س مو�شوعًا للقانونِ برِّ �س + 4�س = 11                      
�س = 11 - 4�س                 

 1 3 في المعادلةِ  تعوي�سُ قيمةِ �س منَ المعادلةِ  4�س  - 5)11-4�س( = 41               

حَلُّ المعادلةِ الناتجةِ عنِ التعوي�سِ 4�س - 5)11 - 4�س ( = 41  
4�س - 55 + 20 �س = 41

24 �س= 96               �س = 4
 2 تعوي�سُ قيمةِ �س= 4 في المعادلةِ  �س + 4)4(  = 11                         

مثالٌ )1(

لحلِّ نظامٍ مكوّنٍ منْ معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بطريقةِ التعوي�ضِ؛ نتبعُ الخطواتِ الاآتيةَ:
هُ في المعادلةِ الثانيةِ. �شُ 1( نجعلُ اأحدَ المتغيرينِ مو�شوعًا للقانونِ في اإحدى المعادلتينِ، ثمَّ نعوِّ

2( نحلُّ المعادلةَ الناتجةَ عنِ التعوي�سِ.
3( نجدُ قيمةَ المتغيرِ الاآخرِ بتعوي�ضِ القيمةِ العدديةِ للمتغيرِ الناتجةِ في الخطوةِ )2(، في 

اإحدى المعادلتينِ.
4( نكتبُ مجموعةَ حلِّ النظامِ.
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�س + 16 = 11                �س =  -5
∴ مجموعةُ حلِّ النظامِ هيَ })-5، 4({

�ضِ الزوجَ المرتبَ في جميعِ معادلاتِ النظامِ: ؛ عوِّ للتحققِّ منْ �سحةِ الحلِّ
4�س - 5�س = 41    11 = �س + 4�س  

4)4( - 5)-5( =؟  41 -5 + 4)4( =؟  11 
   41 = 25 + 16      11 =   11            

∴ الحلُّ �شحيحٌ.     

؟ هلْ توجدُ طريقةٌ اأخرى للتحققِ منْ �سحةِ الحلِّ

رْ وناق�صْ فكِّ

ا�ستخدمْ طريقةَ التعوي�ضِ في حلِّ النظامِ:   �ض + 3�س = 12
�س = �س - 4    

1تدريبٌ     

ا�ستخدمْ طريقةَ التعوي�ضِ في حلِّ النظامِ الاآتي:
�س = 2�س - 4 

-�س + 2�س = 16  

الحلُّ
�س = 2�س - 4 

-�س + 2�س = 16  

مثالٌ )2(
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. هُ في لاحظْ اأنَّا المتغيرَ �ض مو�سوعٌ للقانونِ في المعادلةِ  ، لهذا عوّ�شْ
 2 1 في المعادلةِ  -�س + 2�س = 16                              تعوي�سُ قيمةِ �س منَ المعادلةِ 

-)2�س - 4( + 2�س = 16

حَلُّ المعادلةِ الخطيةِ الناتجةِ عنِ التعوي�ضِ  - )2�س  - 4( + 2�س = 16  
-2�س + 4 + 2�س = 16                              ومنهُ 4= 16 عبارةٌ خاطئةٌ لكلِّ  قيمِ �س، �س

∴ ل يوجدُ تقاطعٌ بَيْنَ الم�شتقيمينِ الممثلينِ للمعادلتينِ، اإذنْ مجموعةُ الحلِّ هي: ∅

ا�ستخدمْ طريقةَ التعوي�ضِ في حلِّ النظامِ الاآتي, اإنْ اأمكنَ:
     �س +     �س = 6 
36 - 2�س=  3�س 

الحلُّ

     �س +      �س = 6 
36 - 2�س = 3�س 

 2 المعادلة  36 - 2�س = 3�س                

 2 جَعْلُ المتغيرِ �س مو�شوعًا للقانونِ في المعادلةِ  �س = 12 -      �س     
     �س +      �س = 6                         

    1 3  في المعادلةِ       )12 -     �س( +     �س = 6                 تعوي�سُ قيمةِ �س منَ المعادلةِ 

حَلُّ المعادلةِ الخطيةِ بمتغيرٍ واحدٍ        )12 -     �س( +     �س = 6  
6 -      �س+      �س = 6  

مثالٌ )3(

1
2

1
2

1
3

1
3

2
3

2
3

2
3

1
2
1
2
1
2

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3
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: ا�ستخدمْ طريقةَ التعوي�ضِ في حلِّ الاأنظمةِ الاآتيةِ, وتحققْ من �سحةِ الحلِّ
1( – 6 �س + 3 �س = -2  

�س = 2�س - 4  

2( 4�س = 8 - 2�س
5�س + 10 �س = 20  

2تدريبٌ     

6 = 6 ومنهُ العبارةُ �شحيحةٌ لكلِّ قِيَمِ �س، �س.
∴ يوجدُ عددٌ ل نهائيٌّ منَ الحلولِ لهذا النظامِ، ومجموعةُ الحلِّ هيَ مجموعةُ جميعِ 

النقاطِ الواقعةِ على اأحدِ م�ستقيمينِ. لماذا؟      

1(  عددانِ مجموعُهُما 11، ثلاثةُ اأمثالِ اأحدهِما يزيدُ على مثلَي العددِ الآخرِ بمقدارِ 
5، ما العددانِ؟

2(  ا�شترى مازنٌ قلمَيْ حبرٍ وثلاثةَ دفاترَ ، دفعَ 130 قر�شًا ثَمنًا لم�شترياتِهِ، اإذا علمتَ 
نْ نظامَ معادلتٍ  اأنَّ ثمنَ الدفترِ الواحدِ يزيدُ على ثمنِ القلمِ بمقدارِ 10 قرو�سٍ . كوِّ

تعبِّرُ فيهِ عنْ م�شترياتِ مازنٍ ، ثُمَّ حُلََّها . ماذا يمثِّلُ الحلُّ الذي ح�شلتَ عليهِ؟

3تدريبٌ     

ما قيمةُ المتغيرِ ل التي تحققُ النظامَ الاآتي: 
ل + ع + �س = 7 

ع + �س = 5

رْ وناق�صْ فكِّ

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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نْ معادلتينِ لاإيجادِ قيا�ضِ كلٍّ منهُما في الحالاتِ الاآتيةِ: 1( ع , ل زاويتانِ متتامتانِ, كوِّ
( اإذا كانتْ اإحداهُما ت�شاوي ثلاثةَ اأمثالِ الأخرى. اأ 

ب ( اإذا كانتْ اإحداهُما تقلُّ عنْ اأربعةِ اأمثالِ الأخرى بمقدارِ )°10(.

2( عددانِ �سحيحانِ مختلفانِ, 5 اأمثالِ العددِ الأ�شغرِ مطروحًا من مثلَيْ العددِ الأكبرِ 
ما   .63 ي�شاوي  الأ�شغرِ  العددِ  اأمثالِ   3 اإليهِ  م�شافًا  الأكبُر  والعددُ   ،16 ي�شاوي 

العددانِ؟

الع�سرةِ  فئةِ  من  والباقي  دنانيرَ  الخم�سةِ  فئةِ  من  ها  بع�سُ نقديةً,  ورقةً  خالدٍ 45  مع   )3
دنانيرَ، فاإذا كانَ  المبلغُ كلُّهُ ي�شاوي300 دينارٍ. فكم عددُ الأوراقِ من كلِّ فئةٍ؟

قيا�سِ  10° عن مثلَيْ  القاعدةِ يقلُّ  اإحدى زاويتي  قيا�ضُ  ال�سلعينِ فيه  4( مثلثٌ متطابقُ 
زاويةِ الراأ�سِ، جدْ قيا�سَ زوايا المثلثِ.

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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لتكنْ �س عددَ القطعِ مِنْ فئةِ ن�شفِ الدينارِ وَ �س عددَ القطعِ مِنْ فئةِ ربعِ الدينارِ، فاإنَّ 
نظامَ المعادلتينِ �س + �س = 22 ، �س  - �س = 12 يو�شحُ العلاقاتِ بَيْنَ عددِ القطعِ 

النقديةِ التي معَ عثمانَ.
ويُمْكِنُ تمثيلُ اأيِّ معادلةٍ منْ معادلاتِ النظامِ ال�سابقِ في ميزانٍ ذي كفّتينِ كالاآتي:

رْ ذلكَ ( ثمَّ جمعُ المعادلتينِ في ميزانٍ واحدٍ كالآتي:  )�شيبقى الطرفانِ مت�شاويينِ ، برِّ

  �س + �س    =          22

  �س + �س    =          22
ومنهُ  �س - �س    =          12

  �س - �س    =          12

       �س         =   

الدر�صُ 
الخام�صُ

حلُّ نظامٍ مكوّنٍ من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بالحذفِ

النتاجاتُ
• تحلُّ نظامًا مكونًا من معادلتينِ خطيتينِ بمتغيرينِ بالحذفِ.

ربعِ  فئتَيْ  منْ  نقديةً  قطعةً   22 عثمانَ  معَ 
قطعِ  عددُ  كانَ  اإذا  الدينارِ،  ون�شفِ  الدينارِ 
ن�شفِ الدينارِ يزيدُ على  عددِ قطعِ ربعِ  الدينارِ 
منْ  يملكُها  التي  القطعِ  فَجدْ عددَ  قطعةً.   12

كلِّ فئةٍ.
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. حُلَّا النظامَ الاآتيَ بطريقةِ الحذفِ, ثمَّا تحققْ منْ �سحّةِ الحلِّ
3�س + �س = -2

2�س - 3�س = 14

مثالٌ )1(

لحلِّ نظامِ المعادلاتِ الخطيةِ بمتغيرينِ بطريقةِ الحذفِ, نتبعُ الخطواتِ الاآتيةَ:
ها. 1( نرتّبُ الحدودَ المت�سابهةَ في المعادلتينِ اأ�سفلَ بع�سِ

في  مت�شاويينِ  المعادلتينِ  في  معامليهِ  نجعلُ  ثمَّ  حذفُهُ،  ي�شهلُ  المتغيرينِ  اأيُّ  دُ  نحدِّ  )2
المقدارِ ومختلفينِ في الاإ�سارةِ, وذلكَ ب�سربِ طرفيْ اإحدى المعادلتينِ اأو كلتَيْهِما 

في عددٍ، اأو بالق�شمةِ على عددٍ.
3( نجمعُ المعادلتينَ للتخل�ضِ منَ المتغيرِ المرادِ حذفُهُ.

�ضُ قيمةَ المتغيرِ الناتجةَ في اإحدى المعادلتينِ؛ لاإيجادِ قيمةِ المتغيرِ الاآخرِ. 4( نعوِّ

ثمَّا تعوي�ضُ قيمةِ �ض في اإحدى المعادلتينِ ؛ ولتكنْ
�س + �س = 22

17 + �س= 22 ، ومنه �س= ......
عندها �شنجدُ مجموعةَ حلِّ النظامِ، وهي: .......... 

. ةِ الحلِّ تحققْ منْ �سحَّا
نُ�سمي الطريقةَ  التي اتبعناها لحلِّ النظامِ ال�سابقِ طريقةَ الحذفِ. ما �شببُ هذهِ الت�شميةِ؟
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: ا�ستخدمْ طريقةَ الحذفِ في حلِّ النظامِ الاآتي, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ
6�س + 5�س = 16

-2�س + 5�س = -8

الحلُّ
ها, واأنَّا المتغيرَ الاأ�سهلَ حذفُهُ هوَ �ض. لاحظْ اأنَّا الحدودَ المت�سابهةَ مرتبةٌ اأَ�سْفَلَ بَعْ�سِ

6�س + 5�س = 16                               
-1× )-2�س + 5�س( = -8 × -1          ال�شربُ ب� -1 لحذفِ المتغيرِ �س

        6�س + 5�س = 16                                                                 
        2�س - 5�س = 8

              8�س + 0 = 24
وبا�ستكمالِ الحلِّ باإيجادِ قيمةِ كلٍّ منْ �ض, وَ �ض, مجموعةُ الحلِّ هي:})3،         ({.

.  تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

الحلُّ
ها. اأعدْ ترتيبَ المعادلتينِ بو�سعِ الحدودِ المت�سابهةِ اأَ�سْفَلَ بَعْ�سِ

لاحظِ المتغيرَ الاأ�سهلَ حذفُهُ هوَ �ض     3�س +  �س   = -2 
اإعادةُ ترتيبِ الحدودِ في المعادلتينِ - 3�س + 2�س = 14 

ناتجُ جمعِ المعادلتينِ، ثمَّ ق�شمةُ الطرفينِ على 3                 3�س = 12      
               �س =4       حلُّ المعادلةِ الخطيةِ بمتغيرٍ.

وبا�شتكمالِ الحلِّ بتعوي�سِ �س = 4 في اإحدى المعادلتينِ؛ نجدُ اأنَّا مجموعةَ حلِّ النظامِ 
؟ هيَ: })-2، 4({. كيفَ يمكنكَ التحققُ منْ �سحةِ الحلِّ

مثالٌ )2(

2-
5
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: ا�ستخدمْ طريقةَ الحذفِ في حلِّ النظامِ الاآتي, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ
1٫8 �س + 0٫6 �س = 0٫6

�س = -3٫2 �س + 2٫2

الحلُّ

1٫8 �س + 0٫6 �س = 0٫6
�س = -3٫2 �س + 2٫2

1 لحذفِ �س الق�شمةُ على -0٫6 في المعادلةِ                         =                                 

 2 اإعادةُ ترتيبِ الحدودِ في المعادلةِ            3٫2�س + �س  = 2٫2 

ترتيبُ المعادلتينِ بو�شعِ الحدودِ   1- = -3�س - �س 
ها  المت�سابهةِ اأ�سفلَ بع�سِ  2٫2 = 3٫2�س + �س 

1٫2 = 0٫2�س + 0 
6 =                 �س  

ن�شتكملُ الحلَّ بتعوي�سِ قيمةِ �س=6 في اإحدى المعادلتينِ؛ لنجدَ قيمةَ �ض
2 تعوي�سُ قيمةِ �س = 6 في المعادلةِ  �س = -3٫2 × 6 + 2٫2    

17- = 2٫2 + 19٫2- =  
∴ مجموعةُ الحلِّ هيَ: })6 ، -17({. 

 . تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

مثالٌ )3(

1٫8�س + 0٫6�س
0٫6-

0٫6
0٫6-
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: 1( ا�ستخدمْ طريقةَ الحذفِ في حلِّ الاأنظمةِ الاآتيةِ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ
( �س + �س = 5  اأ 

�س = �س + 1       

( �س + 3�س = 12 ب 
�س = �س - 4   

( 2�س = 4 - �س ج� 
5�س + 10�س = 20       

( 3�س - 6�س = -2 د 
�س - 2�س = 4   

2( �س، �س زاويتانِ متكاملتانِ ، يزيدُ قيا�سُ �س بمقدارِ 104° على قيا�سِ زاويةِ �س ، ما 
قيا�سُ الزاويتينِ؟

“1πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉتدريبٌ     
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1( ا�ستخدمْ طريقةَ الحذفِ لِحلِّ اأنظمةِ المعادلاتِ الخطيةِ الاآتيةِ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ 
: الحلِّ

( -5�س + 7�س = 11 ب  ( �س + �س = 4    اأ 
-5�س + 3�س = 19 �س = 6 + �س        

( 2�س + 6�س = 12 د  ج� ( 2�س + 3�س = 12   

7�س = -23 + 3�س       5�س - �س = 13    

2( جدْ قيمَ كلٍّ من اأ , ب التي تجعلُ النقطةَ )6، 2( حلاًّ للنظامِ الآتي:
�س =  اأ �س + 2ب 
�س = 3 اأ �س + ب

خم�سَ  خالدًا  فاطمةُ  اأعطتْ  اإذا  الحلوى،  قطعِ  من  عددٌ  خالدٍ  واأخيها  فاطمةَ  معَ   )3
قطعِ حلوى يت�شاوى عددُ القطعِ معَ كلَيْهِما، واإذا اأعطى خالدٌ فاطمةَ خم�سَ قطعٍ، 
ي�شبحُ عددُ القطعِ معَ فاطمةَ مثلَيْ عددِها عندَ خالدٍ، فما عددُ قطعِ الحلوى التي معَ 

كليهِما؟

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“



38

1( اأيُّ المعادلتِ الآتيةِ خطيةٌ بمتغيرينِ في ما ياأتي، معَ ذكرِ ال�شببِ:
ع + 5ل = ل - 1 ب (  (         - �س =4    حيثُ �س ≠ 0  اأ 
( 8ه�  + 4و = 14ز د  ج� ( 3م ن  - م = 2    

( 9�س2 + �س = 3�س2 - �س و  ( 2٫5 ك - 4٫3 ل = 0    ه� 

( اأ2ع - 2 اأ ل + اأ = 0 حيث اأ عددٌ ثابتٌ  ح     63 =                      ) ز 

2( اأعدْ �شياغةَ المعادلةِ: 4)2 - 3�س( =24�س، بحيثُ يكونُ �س مو�شوعًا للقانونِ، 
ثمَّ �س مو�شوعًا لهُ.

3( تحققْ اإذا كانتِ النقطةُ المعطاةُ اإزاءَ كلِّ معادلةٍ حلاًّ لها.
)3 ، 1-( ( �س = 2�س + 5          اأ 

)5 ، 0( ب ( �س = -3 �س - 1     
)35 ، 4-( ج� ( 4�س - 7�س = 19     

)3- ، 6( ( 6�س + 5�س = 21      د 
ا ياأتي تمثِّلُ حلاًّ لهُ: 4( تحققْ اإذا كانتِ النقطةُ المعطاةُ لكلِّ نظامٍ ممِّ

( 2�س - �س= 5 اأ 
النقطةُ ) 3، 1(   -2�س + �س = 1       

ب ( �س + �س = 5
النقطةُ )1، 4( �س - �س = -3      

ج� ( �س - 2�س = 4      
النقطةُ )2،-1(        3�س + �س = 5                

11ط - ح
3-

�س1

 á©LGôe lá©LGôe
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( 2�س + 5�س = 8  د 
النقطةُ )-2، 1( 3�س - 2�س = 5      

5( حُلَّا اأنظمةَ المعادلاتِ الخطيةِ الاآتيةِ, م�ستخدمًا الطريقةَ المو�سحةَ بجانبِ كلٍّ منها, 
: وتحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

( �س = -4�س - 3 اأ 
)بيانيًّا( �س= 2�س + 3           

ب ( 3�س + �س = 16
)بالتعوي�سِ( �س= 4�س + 2      

ج� ( 2�س  + 6�س = 4
4�س + 5�س = 15    )بالحذفِ(   

يُرادُ ت�شميمُ و�شيلةٍ تعليميةٍ من قطعةِ كرتونٍ م�شتطيلةِ ال�شكلِ محيطُها 200 �شم،   )6
والفرقُ بينَ بُعديْها 20 �شم ، ما بُعدا قطعةِ الكرتونِ؟

 á©LGôe lá©LGôe
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1( يتكونُ هذا ال�شوؤالُ من 4 فقراتٍ منْ نوعِ الختيارِ منْ متعددٍ، لكلِّ فقرةٍ منها 4 
بدائلَ ، واحدٌ فقطْ منها �شحيحٌ، �شعْ دائرةً حولَ رمزِ البديلِ ال�شحيحِ:

)1( اأيُّ الأزواجِ المرتبةِ الآتيةِ لي�سَ حلاًّ للمعادلةِ 5�س - 4�س = 7؟
)9- ، 5-( ) ب                        )13- ، 9-( ) اأ 
)12 ، 11( ) د                             )7 ، 7( ) ج� 

)2( المجم�وعةُ: })0، 5(، )-1، 6({ هيَ مجم��وعةٌ جزئي��ةٌ منْ مجموعةِ حلِّ 
المعادلةِ:

( �س =  5 - �س ب  ( �س - �س =3                       اأ 
( �س = - �س د  ( �س = 7�س                  ج� 

)3( الزوجُ المرتبُ الذي يمثِّلُ حلاًّ للنّظامِ:
�س = -3�س - 2

�س + 2�س = -4  هو:
)2 ،0 ( ) ب                    )0 ،2( ) اأ 

)0 ،2- ( ) د                      )2- ،0( ) ج� 

)4( قيمةُ كلٍّ منَ  و , هـ التي تجعلُ مجموعةَ حلِّ النظامِ 
�س=2�س + و  ، �س =2�س+ ه� ، غيرَ منتهيةٍ:

( و = 3  ، ه� = -3                    ب  ( و = 0 ، ه� = -3                   اأ 
( و =0 ، ه� = 3 د  ( و= -3 ، ه� = -3          ج� 

w»JGP lQÉÑàNG
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2( تقولُ مها اإنَّهُ ل يوجدُ حلٌّ لنظامِ المعادلتينِ 
بينَما  المجاورِ,  بالر�سمِ  الممثلِ  الخطيتينِ 
اأيُّهما  للنظامِ،  حلٌّ  يوجدُ  اإنَّهُ  اأملُ  تقولُ 

رْ اإجابتَكَ. اأ�شابتْ؟ برِّ

3( اكتبْ مثالًا على نظامٍ من المعادلاتِ الخطيّةِ 
في كلٍّ من الحالات الاآتيةِ:

( اأنْ تكونَ مجموعةُ حلِّ النظام ∅ اأ 
ب ( اأنْ تكونَ مجموعةُ الحلِّ هيَ: }) 0، -4({

4( اإذا كانتْ تعرفةُ المكالماتِ في �شركتَيْ اتّ�شالتٍ كما هوَ مو�شحٌ في الجدولِ الآتي، 
فَاأجبْ عنِ الأ�شئلةِ التي تليهِ:

نْ معادلةً تعبِّرُ عنْ تعرفةِ كلِّ �شركةٍ. ( كوِّ اأ 
هِ. ب ( مثِّلْ تعرفتَيْ ال�سركتينِ بيانيًّا على الر�سمِ نف�سِ

رْ ذلكَ( ، برِّ )اإر�شادٌ: تحتاجُ اإلى التمثيلِ في الربعِ الأولِ فقطْ منَ الم�شتوى البيانيِّ

ج� ( بعدَ كمْ دقيقةٍ منَ المكالماتِ تت�شاوى التعرفتانِ؟
( يريدُ �ساحبُ محلٍّ �سراءَ خطٍّ منْ اإحدى ال�سركتينِ , باأيِّ التعرفتينِ تن�سحُهُ؟  د 

رْ اإجابتَكَ. برِّ

ال�شركةُ 
  7 قرو�سٍ للدقيقةِ الأولى، ثمَّ تَزيدُ قر�شًا واحدًا لكلِّ دقيقةٍ تليها.اأ

ال�شركةُ 
  قر�شان للدقيقةِ الأولى، ثمَّ تَزيدُ قر�شينِ لكلِّ دقيقةٍ تليها.ب

w»JGP lQÉÑàNG
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6
الإنشاءاتُ الهندسيةُ 

ةً, ومنها المدنيةُ والميكانيكيةُ اإلى  تحتاجُ الهند�سةُ بفروعِها كافَّا
عملِ ت�شاميمَ لمُن�شاآتٍ اأو معداتٍ اأو اآلتٍ، كما اأنّهُ ل غنىً لم�شممي 
الملاب�سِ عنِ المبادىءِ الاأ�سا�سيةِ في الريا�سياتِ؛ لر�سمِ ت�ساميمِهم قبلَ 
والحدادينَ  النجارينَ  اإلى  بالن�شبةِ  الأمرُ  كذلكَ  واإنتاجِها.  اإخراجِها 
والنحاتينَ، والكثيرِ منَ المهنِ التي تحتاجُ اإلى اإعدادِ ت�شاميمَ لمنتجاتِها 
بع�سَ  الوحدةِ  في هذه  و�شتتعلمُ  واإنتاجِها.  اإن�شائِها  قبلَ  الورقِ  على 

المبادىءِ الأ�شا�شيةِ في الريا�شياتِ التي تعتمدُ عليها هذهِ الت�شاميمُ.

الوحـدةُ السادسةُ



يتوقعُ منَ الطالبِ في نهايةِ هذهِ الوحدةِ اأن يكونَ قادرًا على: 
اإن�شاءِ عمودٍ على م�شتقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ عليهِ.

اإ�سقاطِ عمودٍ على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ خارجةٍ عنهُ.
تن�سيفِ قطعةٍ م�ستقيمةٍ با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ.

تن�سيفِ زاويةٍ با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ.
فاتِ الزوايا الثَّالاثِ للمثلثِ تتلاقى في نقطةٍ واحدةٍ هيَ مركزُ الدائرةِ  اكت�سافِ اأنَّا من�سِّ

المر�شومةِ داخلَ المثلثِ، وتم�سُّ اأ�شلاعَهُ الثلاثةَ.
ر�شمِ دائرةٍ داخلَ مثلثٍ وتم�سُّ اأ�شلاعَهُ.
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ئُ عمودًا منْ نقطةٍ على م�ستقيمٍ با�ستخدامِ الفرجارِ؟ كيفَ تُن�سِ

اأن�سئْ عمودًا على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ عليهِ, با�ستخدامِ الفرجارِ.

الحلُّ
1( ار�سمْ م�ستقيمًا با�ستخدامِ الم�سطرةِ.

دْ نقطةً عليهِ، ولتكنْ ف. 2( حدِّ
3( افتحِ الفرجارَ فتحةً منا�سبةً.

4( ثبِّتْ راأ�ضَ الفرجارِ عندَ النقطةِ ف, ثمَّا ار�سمْ 
قو�شًا يقطعُ الم�شتقيمَ في نقطتينِ مِثلْ اأ ، ب.

مثالٌ )1(

اإلى  تحتاجُ  ب�شاطتِها  على  المجاورةُ  اللوحةُ 
منْ  �شلعٍ  كلِّ  منت�شفِ  منْ  عمودٍ  اإن�شاءِ  مهارةِ 
اأ�شلاعِ المثلثِ، وهذهِ المهارةُ يحتاجُ اإليها الكثيرُ 
لاإن�ساءِ  تخ�س�ساتِهم  اختلافِ  الم�سمّمينَ على  منَ 

ت�شاميمِهم.

النتاجاتُ
• تن�شىءُ عمودًا على م�شتقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ عَلَيْهِ. 

• تنزلُ عمودًا على م�شتقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ خارجَهُ.

الدر�صُ 
اإن�شاءُ عمودٍ على م�شتقيمٍ الأولُ
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5( افتحِ الفرجارَ فتحةً اأكبرَ منْ طولِ اأ ف, ثمَّا 
ثبِّتْ راأ�ضَ الفرجارِ عندِ النقطةِ اأ وَار�سمْ قو�سًا 

كما في ال�شكلِ المجاورِ.

ثبِّتِ  ها,  نف�سَ الفرجارِ  فتحةَ  مُ�ستخدمًا   )6
الفرجارَ عندَ النقطةِ ب ثمَّا ار�سمْ قو�سًا يقطعُ 

الأولَ في النقطةِ ه�.

7( �شلْ بَيْنَ النقطةِ ف والنقطةِ ه� الناتجةِ.

للتحققِ  القائمَ  المثلثَ  اأوِ  المنقلةَ  ا�ستخدمِ   )8
منْ قيا�سِ الزوايا الناتجِ.

1( اأن�سئْ عمودًا على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ عليهِ با�ستخدامِ الفرجارِ اإلى اأعلى, ثمَّا 
اإلى  بالن�سبةِ  الناتجِ .)ماذا تلاحظُ  الزوايا  قيا�ضِ  اأ�سفلَ .تحققْ منْ  اإلى  اأن�سئْ عمودًا 

العمودينِ؟(
2( اأن�سئْ عمودًا على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ عليهِ, با�ستخدامِ اأداةٍ هند�سيةٍ اأخرى, ثمَّا 

ناق�ضِ الخطواتِ التي اتبعتَها معَ زملائِكَ.

1تدريبٌ     
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كيفَ تُ�سقطُ عمودًا على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ خارجَةٍ عنهُ , با�ستخدامِ الفرجارِ؟

اأ�سقطْ عمودًا على م�ستقيمٍ  منْ نقطةٍ معلومةٍ خارِجةٍ عنهُ , با�ستخدامِ الفرجارِ.

الحلُّ
1( ار�سمْ م�ستقيمًا با�ستخدامِ الم�سطرةِ.

دْ نقطةً خارجَهُ ، ولتكنْ ع . 2( حدِّ

3( افتحْ راأ�ضَ الفرجارِ فتحةً منا�سبةً.
ار�سمْ   ثمَّا  ع  النقطةِ  عندَ  الفرجارِ  راأ�ضَ  �سعْ   )4

قو�شًا يقطعُ الم�شتقيمَ في نقطتينِ.

التقاطعِ  ونقطةَ  اأ  الأولى  التقاطعِ  نقطةَ  �شَمِّ   )5
الثانيةَ ب.

6(  ثبِّتْ راأ�ضَ الفرجارِ عندَ النقطةِ ب, وبا�ستخدامِ 
. ها  ار�سمْ قو�سًا  اأ�سفلَ الخطِّ فتحةِ الفرجارِ نف�سِ

وبفتحةِ  اأ,  النقطةِ  عندَ  الفرجارِ  راأ�ضَ  ثبِّتْ   )7
ها ار�سمْ قو�سًا اآخر يقطعُ الاأولَ  الفرجارِ نف�سِ

في النقطةِ �س.

مثالٌ )2(
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8( �شلْ بَيْنَ النقطةِ ع والنقطةِ �س فيكونُ ع �س 
عمودًا على الم�شتقيمِ. 

اأ�سقِطْ عمودًا على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ خارِجةٍ عنهُ, با�ستخدامِ الفرجارِ, ثمَّا تحققْ 
منَ الزوايا الناتجةِ.

2تدريبٌ     

ار�سمْ مثلثًا متطابقَ الاأ�سلاعِ, طولُ �سلعِهِ 6 �سم با�ستخدامِ الفرجارِ والمِ�سْطرةِ, 
ثمَّا نفّذِ الخطواتِ الاآتيةَ:

با�ستخدامِ  �سلعٍ  لكلِّ  المنت�سفِ  نقطةَ  دْ  حدِّ  )1
الم�شطرةِ.

مُدَّا  ثمَّا  الاأ�سلاعِ,  منت�سفاتِ  منْ  اأعمدةً  اأن�سئْ   )2
كلاًّ منها حتى تتلاقى في نقطةٍ داخلَ المثلثِ، 

وَلْتكنْ م .
المثلثِ  اأ�سلاعِ  منت�سفات  اأحدِ  بَيْنَ  الم�سافةَ  ت�ساوي  فتحةً  الفرجارَ  افتحِ   )3

وَالنقطةِ م, ثمَّا ار�سمْ دائرةً مركزُها النقطةُ م, ماذا تلاحظُ؟
4( افتحِ الفرجارَ فتحةً ت�ساوي الم�سافةَ بينَ اأحدِ روؤو�ضِ المثلثِ والنقطةِ م, ثمَّا 

ار�سمْ دائرةً مركزُها النقطةُ م, ماذا تلاحظُ؟ 

ن�شاطٌ

م
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1( اأن�سئْ عمودًا على م�ستقيمٍ منْ نقطةٍ معلومةٍ عليهِ, با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ. 

الم�سطرةِ  با�ستخدامِ  عنهُ,  خارجةٍ  معلومةٍ  نقطةٍ  منْ  م�ستقيمٍ  على  عمودًا  اأ�سقطْ   )2
والفرجارِ.

و  هـ,  د,  الاأ�سلاعِ  متطابقُ  مثلثٌ  جـ  ب  اأ   )3
منت�سفاتُ اأ�سلاعِهِ )انظرِ ال�سكلَ المجاورَ(, 
با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ, ار�سمْ ما ياأتي: 

( دائرةً داخلَ المثلثِ وتم�سُّ اأ�شلاعَهُ.  اأ 
ب ( دائرةً خارجَ المثلثِ وتم�سُّ روؤو�شَهُ. 

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
الثاني

تن�شيفُ قطعةٍ م�شتقيمةٍ 

النتاجاتُ
فُ قطعةً م�ستقيمةً با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ.  • تن�سّ

تريدُ جهادُ تن�شيفَ القطعةِ الم�شتقيمةِ 
ا�ستخدمتِ  الـمــجــــاورةِ, وعنــــدَمـــا 
الم�شط���رةَ وج���دتْ طولَ��ه���ا يق�عُ بَيْنَ 
فُ جهادُ  5٫8�شم وَ 5٫9 �شم، كيفَ تُن�شِّ

القطعةَ بدقةٍ عاليةٍ؟

10 2 3 4 5 6 7 8

فُ قطعةً م�ستقيمةً, با�ستخدامِ الفرجارِ؟ كيفَ تن�سّ

فْها با�ستخدامِ الفرجارِ والم�سطرةِ. ار�سمْ قطعةً م�ستقيمةً, ثمَّا ن�سِّ

الحلُّ
1( ار�سمْ قطعةً م�ستقيمةً با�ستخدامِ الم�سطرةِ.

ن�سفِ  طولِ  على  تزيدُ  فتحةً  الفرجارَ  افتحِ   )2
القطعةِ الم�شتقيمةِ.

القطعةِ  طرفَيِ  اأحدِ  عندَ  الفرجارِ  راأ�ضَ  ثبِّتْ   )3
الم�شتقيمة، وار�شمْ قو�شًا اأعلى القطعةِ.

مثالٌ )1(
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4(  ثبِّتْ راأ�ضَ الفرجارِ عندَ الطرفِ الثاني للقطعةِ 
ار�سمْ  ها  نف�سِ الفرجارِ  وبفتحةِ  الم�ستقيمة, 

قو�شًا يقطعُ القو�سَ الأولَ.

رِ الخطواتِ ال�سابقةَ لر�سمِ قو�سينِ متقاطعينِ  5(  كرِّ
ها  اأ�سفلَ القطعةِ, م�ستخدمًا فتحةَ الفرجارِ نف�سَ

عندَ ر�شمِ القو�شينِ.

بينَ  لُ  ي�سِ ا  خطًّ ار�سمْ  الم�سطرةِ,  با�ستخدامِ   )6
ثمَّ  الأقوا�سِ  تقاطعِ  عنْ  الناتجتينِ  النقطتينِ 
�شَمِّ نقطةَ التقاطعِ ب، وهك��ذا تك��ونُ ق�دْ 

فْتَ القطعةَ الم�ستقيمةَ عندَ النقطةِ ب. نَ�سَّا

فُ للقطعةِ الم�ستقيمةِ في المثالِ )1( عموديٌّ على القطعةِ؟  هلِ الخطُّ المُن�سِّ
) اإر�سادٌ: ا�ستعملِ المنقلةَ لتتحققَ(.

ابحثْ

فْها با�ستخدامِ الفرجارِ والم�سطرةِ . ار�سمْ قطعةً م�ستقيمةً, ثمَّا نَ�سِّ
1تدريبٌ     

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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مْها اإلى اأربعِ قطعٍ مت�ساويةِ الطولِ با�ستخدامِ الفرجارِ  1( ار�سمْ قطعةً م�ستقيمةً, ثمَّا ق�سِّ
والم�شطرةِ.

2( ار�شمْ دائرةً داخلِ المثلثِ �س �س ع بحيثُ تم�سُّ اأ�شلاعَهُ.

ذِ الخطواتِ الاآتيةَ: 3( ار�سمْ مثلثًا با�ستخدامِ الم�سطرةِ, ثمَّا نفِّ

فْ اأ�سلاعَ المثلثِ, با�ستخدامِ الفرجارِ والم�سطرةِ. ( نَ�سِّ اأ 

فَةَ لاأ�سلاعِ المثلثِ حتى تلتقيَ في نقطةٍ داخلَ المثلثِ. ب ( مُدَّا القطعَ المُنَ�سِّ

نِ الم�ساحاتِ الناتجةَ لتخرجَ بلوحةٍ فنيةٍ. ( لوِّ ج ـ

4( اقترحْ خطواتٍ اأخرى لتن�سيفِ قطعةٍ م�ستقيمةِ با�ستخدامِ الفرجارِ والم�سطرةِ.

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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ر�شمَ خالدٌ نَجمةً خما�شيةً، وقرّرَ تن�شيفَ زوايا 
هوَ  كما  فنيٍّ  بت�سميمٍ  للخروجِ  الخم�سةِ  ها  روؤو�سِ
فُ خالدٌ الزوايا الخم�ضَ  مو�سحٌ جانبًا, كيفَ ين�سِّ

للنجمةِ؟

لتن�سيفِ زاويةٍ نلجاأُ اإلى المنقلةِ, اأما اإنْ كانَ قيا�سُها يَ�سعبُ تن�سيفُهُ بدقةٍ عاليةٍ 
الم�سطرةِ  ا�ستخدامِ  اإلى  نلجاأُ   ,°36٫5 مثلًا  قيا�سُها  يكونَ  كاأنْ  المنقلةِ,  با�ستخدامِ 

والفرجارِ.
فُ زاويةً با�ستخدامِ الفرجارِ والم�سطرةِ؟ كيفَ تن�سِّ

فْها با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ. ار�سمْ زاويةً, ثمَّا ن�سِّ

الحلُّ
1( ار�سمْ زاويةً با�ستخدامِ الم�سطرةِ, و�سَمِّ راأ�سَها النقطةَ �ض .

راأ�ضَ  ثبِّتْ  ثمَّا  منا�سبةً,  فتحةً  الفرجارَ  افتحِ   )2
الفرجارِ عندَ راأ�ضِ الزاويةِ �ض, وار�سمْ قو�سًا 

يقطعُ �شلعَيِ الزاويةِ في النقطتينِ  اأ ، وَ ب.

مثالٌ )1(

النتاجاتُ
فُ زاويةً با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ. • تن�سِّ

الدر�صُ 
تن�شيفُ زاويةٍ الثالثُ
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راأ�ضَ  ثبِّتْ  ثمَّا  منا�سبةً,  فتحةً  الفرجار  افتحِ   )3
وَ ار�سمْ قو�سًا داخلَ  اأ,  النقطةِ  الفرجارِ عندَ 
ها,  نف�سِ الفرجارِ  فتحةِ  وبا�ستخدامِ  الزاويةِ, 
وَار�سمْ  ب  النقطةِ  عندَ  الفرجارِ  راأ�ضَ  ثبِّتْ 

قو�شًا يقطعُ الأولَ في نقطةٍ ولتكنْ ه�.

ا ي�شلُ النقطةَ ه� براأ�سِ الزاويةِ �س.  4( ار�شمْ خطًّ
فْتَ الزاويةَ. هكذا تكونُ قدْ ن�سّ

كيفَ تتحققُ منْ �سحةِ تن�سيفِ الزاويةِ؟ 

فْها با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ,  ار�سمْ زاويةً با�ستخدامِ المنقلةِ قيا�سُها 80°, ثمَّا ن�سِّ
وتحققْ منْ �سحةِ تن�سيفِ الزاويةِ.

1تدريبٌ     
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منْ  وتحققْ  والفرجارِ,  الم�سطرةِ  با�ستخدامِ  فْها  ن�سِّ ثمَّا   ,°70 قيا�شُها  زاويةً  ار�شمْ   )1
�سحةِ التن�سيفِ با�ستخدامِ المنقلةِ.

نِ  هِ ولوِّ فْ زوايا روؤو�سِ 2( با�ستخدامِ ال�سفافياتِ, انقلِ الر�سمَ الاآتي على ورقةٍ, ثمَّا ن�سِّ
. الم�ساحاتِ الناتجةَ حتى تح�سلَ على ت�سميمٍ فنيٍّ

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( ار�شمْ مثلثًا.
فْ زواياهُ. 2( نَ�شِّ

3( مُدَّا من�سفاتِ الزوايا حتى تلتقيَ في نقطةٍ, ولتكنْ م. 
4( اأ�سقطْ عمودًا منَ النقطةِ م على اأيِّ �سلعٍ فيها با�ستخدامِ المثلثِ القائمِ, ثمَّا 

�شَمِّ نقطةَ تقاطعِ العمودِ معَ ال�شلعِ ج�.
دائرةً  ار�سمْ  ثمَّا  جـ   , م  النقطتينِ  بَيْنَ  للم�سافةِ  م�ساويةً  فتحةً  الفرجارَ  افتحِ   )5

مركزُها م. ماذا تلاحظُ؟

 ن�شاطٌ

قاعدةٌ
وتم�ضُّ  داخلهُ  المر�سومةِ  الدائرةِ  مركزُ  هيَ  نقطةٍ  في  مثلثٍ  اأيِّ  في  الزوايا  من�سفاتُ  تلتقي 

اأ�شلاعَهُ. 

ار�شمْ دائرةً داخلَ المثلثِ د م ه�.

الحلُّ
نتبّعُ الخطواتِ الاآتيةَ: 

فِ الزاويةَ )هـ( ليلتقيَ المن�سفانِ  فِ الزاويةَ )م( ثم ن�سّ 1( ن�سّ
في النقطةِ ب.

مثالٌ )1(

πFÉ°ùeh øjQÉ“πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
الرابعُ

ر�شمُ دائرةٍ داخلَ مثلثٍ 

النتاجاتُ
• ت�ستك�سفُ اأنَّا من�سفاتِ زوايا المثلثِ تتلاقى في نقطةٍ هيَ مركزُ الدائرةِ المر�سومةِ داخلَهُ وتم�ضُّ اأ�سلاعَهُ. 

• تر�شمُ دائرةً داخلَ مثلثٍ تم�سُّ اأ�شلاعَهُ.
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جِدْ قيمةَ �س في ال�شكلِ، مبررًا اإجابتَكَ، 
علمًا باأنَّ  م مركزُ الدائرةِ.

ار�شمْ دائرةً تم�سُّ اأ�شلاعَ مثلثٍ قائمِ الزاويةِ. 

كيفَ تحددُ مركزَ الدائرةِ المر�شومةِ داخلَ المثلثِ وَتم�سُّ 
اأ�شلاعَهُ؟

2تدريبٌ     

1تدريبٌ     

3تدريبٌ     
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م

�س ج�ب
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2( اأنزلْ عمودًا منَ النقطةِ )ب( اإلى ال�شلعِ م ه� يلاقيهِ في اأ 

3( افتحِ الفرجارَ فتحةً بطولِ ب اأ وَار�سمْ دائرةً. 
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1( ار�شمْ دائرةً داخلَ المثلثِ اأ ب ج� وتم�سُّ اأ�شلاعَهُ.

2( جِدْ قيمةَ �ض في كلٍّ منَ الاآتي, علمًا باأنَّا م مركزُ الدائرةِ المر�سومةِ داخلَ المثلثِ:
) ب    ) اأ 

3( ال�شكلُ اأ ب ج� د متوازي اأ�شلاعٍ، م مركزُ الدائرةِ، ما قيمةُ �س؟ 

اأ

م

�س ج�ب

°33

°120

اأ

ب

ج�

اأ

م

�س

ج�ب °38
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م
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د

°100

°76
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هِ على  اأ�سقط عمودًا منْ راأ�سِ 1( ار�سمْ مثلثًا مختلفَ الاأ�سلاعِ على ورقِ مربعاتٍ, ثمَّا 
قاعدتِهِ.

فْها با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ. 2( ار�سمْ قطعةً م�ستقيمةً, ثمَّا ن�سِّ
ذِ الخطواتِ الاآتيةَ :  3( ار�سمْ مَعينًا على ورقِ مربعاتٍ, ثمَّا نفِّ
فْ زاويا المعينِ با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ . ( ن�سِّ اأ 

فاتِ الزوايا حتى تتلاقى في نقطةٍ. ب ( مُدَّا مُن�سِّ
نِ الم�شاحاتِ الناتجةَ لتح�شلَ على لوحةٍ فنيةٍ. ج� ( لَوِّ

4( ف��ي ال�شك��لِ المجاور اأ ب ج� د مَعينًا، 
م مركزَ الدائرةِ المر�شومةِ داخلَ المثلثِ 
ب و ج� وتم�سُّ اأ�شلاعَهُ، جدْ قيمةَ �س.

المثلثِ  داخلَ  دائرةً  ار�شمْ   )5
في ال�شكلِ المجاور بحيثُ 

تم�سُّ اأ�شلاعَهُ.
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ها ب , ثمَّا اأن�سئْ عمودًا من ب على  دْ نقطةً عليها و�سَمِّ 1( ار�سمْ قطعةً م�ستقيمةً, حدِّ
القطعةِ الم�ستقيمةِ, با�ستخدامِ الم�سطرةِ والفرجارِ.

فْ اإحدى زواياهُ . 2( ار�سمْ مثلثًا مختلفَ الاأ�سلاعِ, ثمَّا ن�سِّ
3( معتمدًا ال�شكلَ الآتي والذي يمثلُ الم�شتطيلَ اأ ب ج� د، اإذا كانتْ م مركزَ الدائرةِ 

المر�شومةِ داخلَ المثلثِ اأ ب ج� فجدْ قيمةَ �س. 

4( جِدْ قيمةَ �س في ال�شكلِ الآتي، مبررًا اإجابتَكَ، علمًا باأنَّ م مركزَ الدائرةِ المر�شومةِ 
داخلَ المثلثِ اأ ب ج� وتم�سُّ اأ�شلاعَهُ.
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7
المثـلثـاتُ

يُعَدُّ علمُ الهند�سةِ منَ الفروعِ المهمةِ  في الريا�سياتِ, الذي اأ�سهمَ في 
تطورِ العديدِ منَ العلومِ الاأخرى كالعمارةِ والفيزياءِ والفلكِ ... اإلخ , وتُعَدُّ 
المثلثاتُ منَ الاأ�سكالِ الهند�سيةِ المهمّةِ في معظمِ العلومِ ؛ لذلكَ �سندر�ضُ 
ها, و�سيتمُّ  في هذهِ الوحدةِ المثلثاتِ باأنواعِها المختلفةِ, ونتعرفُ خ�سائ�سَ

التركيزُ على المثلثِ القائمِ الزاويةِ  ومُبرهنةِ فيثاغور�سَ.
اعتقدَ البع�ضُ اأنَّا اأولَ مَــنِ ا�ستخـــدمَ مبرهنــةَ فيثـاغور�ضَ هـوَ العـالمُ 
هُ, لكنَّا الوثائقَ التاريخيةَ ت�سيرُ اإلى ا�ستخدامِ مثلثاتٍ قائمةٍ  فيثاغور�ضُ نف�سُ
دَ ا�ستخدامُها  باأ�سلاعٍ اأطوالُها اأعدادٌ �سحيحةٌ في الع�سورِ الحجريةِ , وتاأكَّا
عندَ البابلييــنَ, وعندَ الم�سريينَ القدماءِ؛ حيثُ كانــوا ي�ستخدمونَ حبالًا 
ذاتَ ثــلاثَ ع�سرةَ عقدةً اأثناءَ عملياتِ البنــاءِ وتق�سيمِ الاأرا�سي الزراعيةِ؛ 
بغيةَ الا�ستفادةِ منَ الم�سافاتِ الاثنتي ع�سرةَ الموجودةِ بَيْنَ العُقَدِ في اإن�ساءِ 
مثل��ثٍ قائمٍ اأطوالُ اأ�شلاعِ��هِ مثلَ )3، 4، 5( ويحقــقُ مبرهنةَ فيتاغور�ضَ 
مْ على باقي المثلثاتِ  ، ولكنَّ هذهِ المبرهنةُ لمْ تُعَمَّ و�شُمّيَ المثلثَ الذهبيَّ

مها العالمُ فيثاغور�سُ. القائمةِ اإلى اأنْ عَمَّ

الوحـدةُ السابعةُ



يتوقعُ منَ الطالبِ في نهايةِ هذهِ الوحدةِ اأن يكونَ قادرًا على: 
ا�ستق�ساءِ بع�ضِ العلاقاتِ والخ�سائ�ضِ المتعلقةِ باأ�سلاعِ المثلثِ وزواياهُ.

ا�ستق�ساءِ خ�سائ�ضِ المثلثِ متطابقِ ال�سلعينِ.
فِ الزاويةِ الخارجةِ للمثلثِ. تعرُّ

ا�ستق�ساءِ مبرهنةِ فيثاغور�ضَ للمثلثِ القائمِ الزاويةِ , والتطبيقِ عليها.
ا�ستق�ساءِ بع�ضِ النتائجِ الخا�سةِ بالمثلثِ القائمِ الزاويةِ.

توظيفِ الخ�سائ�ضِ والعلاقاتِ المتعلقةِ بالمثلثِ في حلِّ م�سائلَ حياتيةٍ.
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الاأدواتِ  م�ستخدمًا  يَليها  الذي  الجدولَ  اأكملِ  الاآتيةِ  الاأ�سكالِ  على  معتمدًا 
الهند�شيةَ المنا�شبةَ:

 )1

ن�شاطٌ )1(

!

!

باأ

ج�

!

!

باأ

ج�

ال�شكلُ )3(ال�شكلُ )2(ال�شكلُ )1(

!

!

باأ

ج�

طولُ اأ جـطولُ ب جـطولُ اأ بال�شكلُ
1
2
3

ا�شت�ن�بتَ مهن���د�سٌ زراع����يٌّ  زه������رةَ 
ال�شو�شنِ في حو�سٍ قاعدتُهُ على �شكلِ مثلثٍ 
متطابــقِ ال�سلعينِ, حيثُ يكونُ قيا�ضُ زاويةِ 
الراأ���سِ فيه ثلاثةَ اأمثالِ قيا�سِ زاويةٍ منْ زوايا 

القاعدةِ. اح�شبْ قيا�سَ زوايا الحو�سِ.

النتاجاتُ
ها. • ت�شتق�شي علاقةَ اأطوال اأ�شلاعِ المثلثِ مع بع�شِ

• ت�شتق�شي علاقةَ اأطوال اأ�شلاعِ المثلثِ بقيا�شات زواياهُ.
• ت�ستق�سي خ�سائ�ضَ المثلثِ متطابقِ ال�سلعينِ.

الدر�صُ 
خ�شائ�صُ المثلثِ )1(الأولُ



63

2( جدْ مجموعَ طولَيْ اأيِّ �شلعينِ في المثلثِ ، وقارنْهُ بطولِ ال�شلعِ الثالثِ.
ماذا تلاحظ؟

النتيجةُ )1(
مجموعُ طولَيْ اأيِّ �شلعينِ في المثلثِ اأكبرُ من طولِ ال�شلعِ الثالثِ.

هلْ يُمكنُ رَ�شمُ مُثلثٍ اأَطوالُ اأ�شلاعِهِ 7�شم  ، 8�شم ، 3�شم؟ مبررًا اإجابتَكَ.

الحلُّ
7 > 3 + 8 ، 8>3 + 7 ، 3> 8 + 7

لاحظْ اأنَّا مجموعَ طوليْ اأيِّ �سلعينِ < طولِ ال�شلعِ الثالثِ.
اإذنْ يُمكنُ ر�شمُ مثلثٍ اأطوالُ اأَ�شلاعِهِ 7�شم ، 8�شم، 3�شم.

: ار�شمِ المثلثَ. التحققُ منْ �شحةِ الحلِّ

مثالٌ )1(

اأيُّ الأطوالِ الآتيةِ تمثِّلُ اأَطوالَ اأ�شلاعِ مثلثٍ؟ مبررًا اإجابتَكَ.
1( 4�شم، 6�شم، 6�شم.
2( 8�شم، 3�شم، 5�شم.

3( 2٫5�شم،  6٫5�شم، 10�شم.

1تدريبٌ     

ر اإجابتَكَ. هلْ يُمكنُ ر�شمُ مثلثٍ اأطوالُ اأ�شلاعِهِ 8 �شم، 8�شم، 16�شم؟ برِّ

رْ وناق�صْ فكِّ
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اعتمادًا على الاأ�سكالِ الاآتيةِ , اأكملِ الفراغَ في كلٍّ مما ياأتي:

1( اأكبرُ �شلعٍ في Δ�س �س ع ......،  واأكبرُ زاويةٍ هيَ.......
2( اأ�شغ���رُ �شلعٍ في Δ�س �س ع هو ........، واأ�شغرُ زاويةٍ هيَ.......

رِ الخطواتِ )1(، )2(، لباقي المثلثاتِ. 3( كرِّ
ماذا تلاحظُ؟

ن�شاطٌ )2(

ج�ب

�س

ع
ه�د

ل

نل

م

د اأ

اأ

و

�س

°60

°50

ناق�سِ العباراتِ الآتيةِ، مبررًا اإجابتَكَ:
• مجموعُ طوليْ ال�سلعينِ الاأ�سغرينِ في المثلثِ مختلفِ الاأ�سلاعِ < طولِ ال�شلعِ الأكبرِ.

• كلُّ ثلاثِ  قطعٍ مت�شاويةٍ في الطولِ ت�شلُحُ لت�شكيلِ مثلثٍ.

رْ وناق�صْ فكِّ
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هُ. 1( ار�شمْ على ورقةٍ Δاأ ب ج�  فيه اأ ب = ب ج�، ثمّ قُ�شَّ
هِ من الراأ�ضِ ب , حيثُ ينطبقُ الراأ�ضُ اأ على الراأ�ضِ جـ.  2( اطوِ المثلثَ على نف�سِ

ي كلاًّ من الزاويتينِ؟ 3( ماذا تلاحظُ على كلِّ منَ >(   اأ ،>(   ج�؟ ماذا نُ�شمِّ
هِ ب د. 4( ار�شمْ خطَّ الطيِّ و�شَمِّ

5( ماذا تلاحظُ على كلٍّ منَ >(   اأ ب د ، >(   ج� ب د؟
6( ما قيا�سُ >(   اأ د ب؟

7( با�ستخدامِ البيكارِ )الفرجارِ مدببِ الراأ�سينِ( قارنْ طولَ 
اأد مع طولِ  دجـ , ماذا تلاحظُ ؟ 

8( قارنِ النتائجَ التي تَو�سلتَ  اإليها مع زملائِكَ, ماذا تلاحظُ؟

ن�شاطٌ )3(

النتيجةُ )2(
ال�شلعُ الأكبرُ في اأيِّ مثلثٍ يقابلُ الزاويةَ الكبرى، كذلكَ ال�شلعُ الأ�شغرُ يقابلُ الزاويةَ 

ال�شغرى.
حالتٌ خا�شةٌ:

• اإذا تطابقتْ اأ�شلاعُ مثلثٍ، فاإن الزوايا تكونُ متطابقةً.
• اإذا تطابقَ �سلعا مثلثٍ, فاإنَّا زاويتَيْ القاعدةِ تكونانِ متطابقتينِ.

Δاأ ه� �س اأطوالُ اأ�شلاعِهِ اأ ه� = 11�شم ، اأ �س = 15�شم، ه� �س = 8�شم، �شمِّ الزاويةَ 
الكبرى، والزاويةَ ال�شغرى.

2تدريبٌ     

ب

اأ

خطُّ الطيِّ

ج� د
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جدْ ق>(   �س، ق>(   �س في ال�شكلِ المجاورِ.
مبررًا اإجابتَكَ, وبطريقتينِ مختلفتينِ.

النتيجةُ )3(
خ�شائ�صُ المثلثِ المتطابقِ ال�شلعينِ:

1( زاويتا القاعدةِ متطابقتانِ.
2( القطعةُ الم�شتقيمةُ الوا�شلةُ منْ راأ�سِ المثلثِ اإلى منت�شفِ قاعدِتِه، تكونُ عموديةً 

فُ زاويةَ الراأ�سِ. على القاعدةِ، وتن�شِّ
فُ  فُها وين�سِّ 3( العمودُ النازلُ منْ راأ�ضِ المثلثِ متطابقِ ال�سلعينِ على قاعدتِهِ, ين�سِّ

زاويةَ الراأ�سِ.
ما الفرقُ بَيْنَ خا�سيةِ 2، وخا�شيةِ 3؟

في ال�شكلِ المجاورِ Δاأ ب جـ متطابقُ ال�سلعينِ, 
اأد عم���ودًا عل���ى ب ج�، جدْ كلاًّ مما  اإذا كانَ 

ياأتي مبررًا اإجابتَكَ: 
طولَ اأ ب ، ق>(   ب ، ق>(   ب اأ د. 

الحلُّ
المثلثُ متطابقُ ال�سلعينِ. اأ ب = 11�شم          

زوايا قاعدةٍ في المثلثِ متطابقِ ال�سلعينِ. ق>(   ب = ق>(   ج� =°50       
لإيجادِ ق>(   ب اأ د، نجدُ ق>(   ب اأ ج�  =180° - 100°  = 80°  لماذا ؟

فَ زاويةَ الراأ�سِ. العمودُ اأ د ن�شَّ اإذنْ ق>(   ب اأ د =  ق>(   ج� اأ د = °40     

اأمثالٌ )2(

ج�ب د

11�شم

°50

�س�س

°65

3تدريبٌ     

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( اأيُّ الاأطوالِ في كلٍّ مما ياأتي تمثلُ اأطوالَ اأ�سلاعِ مثلثٍ ؟ مبررًا اإجابتَكَ.
( 21 �شم ، 13 �شم ، 26�شم. اأ 

ب ( 6�شم ، 10 �شم ، 8�شم.
ج� ( 18٫5�شم ، 5٫3�شم ، 13٫2�شم.

( 6�شم ، 6�شم ، 6�شم. د 
2( جدْ قِيَمَ الزوايا المجهولةِ في كلِّ �شكلٍ منَ الأ�شكالِ الآتيةِ، مبررًا اإجابتَكَ.

3( حُلَّ الم�شاألةَ الواردةَ بدايةَ الدر�سِ.
ار�شمْ  اأ ج�،  اأ ب =  فيه  Δاأ ب ج�  يبيِّنُ  المجاورُ   ال�شكلُ   )4
الم�سطرةَ  م�ستخدمًا  متطابقينِ,  مثلثينِ  اإلى  يق�سمهُ  ا  خطًّ

والفرجارَ.
5( اعتمادًا على خ�سائ�ضِ المثلثِ المتطابقِ ال�سلعينِ, بَيِّنْ اأنَّا قيا�ضَ كلِّ زاويةٍ في المثلثِ 

المتطابقِ الاأ�سلاعِ ت�ساوي°60.

ع

ل

�س

�س

°73

°70

°145

ج�

اأ

ب

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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هِ �س �س ع. 1( ار�شمْ مثلثًا و�شمِّ
النقاطَ  وَ �ض ع, و�سمِّ  ال�سلعينِ �ض �ض  فِ  ن�سِّ  )2

فةَ  د, هـ على التوالي. المن�سِّ
3( �شلِ القطعةَ الم�شتقيمةَ ده�.

4( جدْ ق>(    �س د ه� ، ق>(    �ض �ض ع , ماذا تلاحظُ؟
ر: الزاويتانِ>(   �س د ه� ، و >(   �ض �ض ع في و�سعِ تناظرٍ(. )تذكَّ

5( جدْ ق>(    �س ه� د ، ق>(    �ض ع �ض, ماذا تلاحظُ ؟
رْ اإجابتَكَ. 6( هلْ د ه� // �س ع ؟ برِّ

7( قارنْ بينَ طولِ دهـ, وطولِ �ض ع, ماذا تلاحظُ ؟
8( قارنْ ما تو�شلتَ اإليهِ بما تو�شلَ اإليهِ زملاوؤُكَ .

�سن�شاطٌ )1(

�س

ع

د
ه�

النتيجةُ )4(
فيْ �سلعينِ في مثلثٍ توازي ال�سلعَ الثالثَ, وطولُها يُ�ساوي  القطعةُ الوا�سلةُ بَيْنَ  منت�سَ

ن�شفَ طولهِ.

النتاجاتُ
• ت�شتق�شي بع�سَ خ�شائ�سِ المثلثاتِ.

الدر�صُ 
خ�شائ�صُ المثلثِ )2(الثاني
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في ال�سكلِ المجاورِ؛ اإذا علِمْتَ اأنَّا  ب د  قطعةٌ م�ستقيمةٌ وا�سلةٌ  بيْنَ منت�سفيِ ال�سلعينِ 
ع �س، وَ ع �س ، واأنَّ طولَها 5 �شم، 

واأنَّ ق>(    �س= °140.
فجدْ طولَ �س �س ،  ق>(     ب د ع مع التبريرِ.

في ال�شكلِ المجاورِ، جدْ كلاًّ مما ياأتي معَ التبريرِ: 
ق>(   ع ، طولَ ه� ع ، طولَ �س ع.

الحلُّ
لاحظْ اأنَّا د هـ القطعةُ الوا�سلةُ بينَ منت�سفَيْ �سلعينِ في Δ�س �س ع .

1( لإيجادِ  ق>(   ع:
ق>(   �س ه� د =180° - )80° + 45°(            مجموعُ زوايا Δ �س د ه� ي�شاوي °180

°55 =  
د ه� // �س ع ، اإذنْ >(   ع تناظرُ >(   ه� ق>(   ع = ق>(   �س ه� د = °55           

رْ بطريقةٍ اأخرى لإيجادِ قيا�سِ >(   ع . معَ التبريرِ.  فكِّ

المعطياتُ �س ه� = ه� ع 2( طولُ ه� ع =           =       = 12�شم .           
3( طولُ �س ع = 2× د ه� = 2 × 9= 18�شم .   النتيجةُ )4(  ، د ه� =      �س ع

مثالٌ )1(
�س

�س

ع

د
�شمه�9�شم

24
°45

°80

�س

ع�س د

5�شم ب

°140

�س ع
2

24
2

1
2

رْ اإجابتَكَ . في مثالِ )1( هل يمكنُ اأنْ يكونَ طولُ ال�شلعِ  �س د = 13�شم ؟ برِّ
رْ وناق�صْ فكِّ

1تدريبٌ     
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فاتُ  ال�شكلُ المجاورُ، يُمثِّلُ Δاأ ب جـ فيــه ل , د من�سِّ
الأ�شلاعِ اأب ، اأ ج� على التوالي جدّ كلاًّ مما ياأتي:

طولَ اأ ب ، طولَ د ج� ،
ق>(   �س ، ق>(    �س . معَ التبريرِ.

�س

�س
ل

اأ

د

9�شم
ب

ج�
°120

2تدريبٌ     

1( ار�شمْ Δد ه� و.
فِ الاأ�سلاعَ الثلاثةَ, و�سمِّ النقاطَ المن�سفةَ  2( نَ�سِّ

�س ، �س ، ل كما في ال�شكلِ المجاورِ.
لِ القطعَ المتو�شطةَ  و �س ، ه� ل ، د �س، 3( �شِ

�شتتلاقى القطعُ المتو�شطةُ الثلاثُ في النقطةِ م.
لِ الن�سبةَ الاآتيةَ  4( با�ستخدامِ البيكارِ , قارنْ بَيْنَ طولِ  �ض م وطولِ و م , و�سجِّ

و م : م �س=............................
ر الخطوةَ )4( للقطعِ د �س ، ه� ل . 5( كرِّ

لْ ملاحظاتِكَ , بكتابةِ كلٍّ منَ الن�سبِ الاآتيةِ: 6( �سجِّ
            و م : م �س=..................

           ه� م : م ل =...................

          د م : م �س =...................

ن�شاطٌ )2(

�س

م

�س

ل

د

و
ه�

القطعةُ المتو�شطةُ في المثلثِ هيَ قطعةٌ ت�شلُ راأ�سَ المثلثِ بمنت�شفِ ال�شلعِ المقابلِ 
لهُ .
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في ال�سكلِ المجاورِ؛ اإذا كانَ طولُ �ض م = 5 �شم ، وَطول 
د م = 12 �سم , فجدْ طولَ كلٍّ منْ : و م , د �ض .

الحلُّ
منَ ال�شكلِ نجدُ اأنَّ  م نقطةُ تلاقي القطعِ المتو�شطةِ 

في Δد ه� و. 
1( لإيجادِ طولِ و م ، نعتمدُ نتيجةَ )5( 

و م : م �س = 2 : 1 

=          

          =                              و م =10 �شم. 
2( لإيجادِ طولِ د �س:

د �س = د م + م �س
لكنَّ د م = 12�شم ، ومْنهُ    م �س = 6�شم .     لماذا ؟

اإذنْ د �س = 12 + 6 =18 �شم. 

7( قارنْ ما تو�شلتَ اإليهِ بما تو�شلَ اإليهِ زملُاوؤكَ .
ماذا تلاحظُ؟

�س

م

�س

ل

د

و
ه�

النتيجةُ )5(
مُ كلاًّ منها بن�شبةِ 2 : 1  القطعُ المتو�شطةُ في المثلثِ تتلاقى في نقطةٍ واحدةٍ ، تق�شِّ

منْ جهةِ الراأ�سِ.

مثالٌ )2(

و م
م �س
و م
5

2
1
2
1
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ف��ي ال�شك���لِ الآت���ي، اإذا علم���تَ اأنَّ  اأ ع = 3٫8 �شم ، اأ م = 5٫2�شم،  واأنَّ قي����ا�سَ 
>(   ن ج� م =°28 . 

فجدْ كلاًّ منْ :
طولَ اأ ج�  ، طولَ اأ ن ، طولَ ب ج� ،  ق>(    ج� ن اأ.

3تدريبٌ     

ج�
ع

اأ

ب

م
ك

ن

•  في تدريبِ )3( ، ادّعتْ اآلءُ : 
ا(. ) بما اأنَّ Δن جـ م  متطابقُ ال�سلعينِ, فاإنَّا Δك م ب متطابقُ ال�سلعينِ اأي�سً

مْ تبريرًا. عاءَ اآلءَ وقدِّ ناق�سْ ادِّ
•  القطعةُ المتو�سطةُ الوا�سلةُ بَيْنَ راأ�ضِ المثلثِ متطابقِ ال�سلعينِ وقاعدتِهِ , تكونُ عموديةً 

على القاعدةِ . 

رْ وناق�صْ فكِّ

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( في ال�شكلِ المجاورِ، اإذا كانتْ م نقطةُ تلاقي 
القطعِ المتو�شطةِ، ع م = 16 �شم ، �س ل = 7�شم، 

فجدْ طولَ كلٍّ مما ياأتي:
      �س �س ، ع ل ، مبررًا اإجابتَكَ.

2( معتمدًا على ال�شكلِ الآتي، اإذا ك�انتْ م نقط��ةَ ت�لاقي القط��عِ المتو�شط���ةِ، وك��انَ 
ق>(    اأ ج� ب = 74°، ق>(    اأ د ه� = °145. 
فجدْ قيا�ضَ كلٍّ منْ: >(   اأ ب ج� ، >(    اأ. مبررًا 

اإجابتَكَ .

3( اإذا ك��انتْ م نقطةُ ت��لاقي القط�عِ المتو�شط�ةِ في  Δ اأ ب �س ، وكانتْ �س د ⊥ اأ ب، 
ب ه� ⊥ اأ �س .

فَبيِّنْ اأنَّ Δ اأ ب �ض متطابقُ الاأ�سلاعِ.

ع

�س

�س
م 16�شم

ل
7�شم

ج�

اأ

ب

م
د ه�

°74

°145

�س

ه�

اأ

ب

م

د

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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لَت منت�سفاتُ  4( معتمدًا ال�شكلَ الآتيَ، الذي يمثلُ Δ اأ م ن متطابقُ الاأ�سلاعِ  , وُ�سِ
نَ  لتْ منت�سفـــاتُ اأ�سلاعِ Δد هـ ل؛ فَتَكــوَّا نَ Δ دهـ ل, كذلكَ وُ�سِ اأ�شلاعهِ فتَكوَّ

هِ: تِ العمليةُ على النمطِ نف�سِ Δ �ض �ض ع , ثمَّا ا�ستمرَّا
( هلْ جميعُ المثلثاتِ الناتجةِ متطابقةُ الأ�شلاعِ؟ اأ 

ب ( معتمدًا ال�شكلَ الآتيَ، اإذا علمتَ اأنَّ طولَ �شلعِ Δاأ م ن وحدةٌ واحدةٌ ، فجدْ 
محيطَ كلٍّ منْ: Δ اأ م ن ، Δ د ه� ل ، Δ �س �س ع.

��مَ �شلع�اهُ  5(  في ال�شك��لِ المج���اورِ Δ د ه� ك قُ�شِّ
العلاقةُ  اأجزاءِ متطابقةٍ، ما  اأربعةِ  اإلى  د ه� ، د ك 

بَيْنَ اأطوالِ  �س �س ، ه� ك ؟

ثمَّا  الدر�ضِ,  في  اإليها  تو�سلْنا  التي  النتائجِ  اإحدى  حلِّها  في  ت�ستخدمُ  م�ساألةً  اكتبْ   )6
حُلَّها. 

�س

�س

ل

اأ

د

ع

نه�م

�س�س

ك

د

م

ل

ه�

ن

و
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اإذا مُدَّ اأحدُ اأ�شلاعِ المثلثِ على ا�شتقامتِهِ ، فاإنَّ الزاويةَ المح�شورةَ بَيْنَ امتدادِ هذا 
ال�شلعِ وال�شلعِ المجاورِ تُ�شمى الزاويةَ الخارجةَ.

1( ار�شمْ Δ�س ع ل.
2( عيِّنِ الزاويةَ الخارجيةَ >(  ع ل ه� .

نِ الزاويتينِ >(   �س ، >(  ع  3( لوِّ
كما في ال�شكلِ )1(، 

ثمَّ ق�سَّ كلاًّ منهُما.

ن�شاطٌ

ه�

ع

�س ل
ال�شكلُ )1(

الدر�صُ 
الثالثُ

الزاويةُ الخارجةُ للمثلثِ

النتاجاتُ
• تتعرفُ الزاويةَ الخارجةَ للمثلثِ.

اعتمادًا على ال�شكلِ المجاورِ، 
ا ياأتي: اأجبْ عمَّ

1( ما المق�سودُ بالزاويةِ الخارجةِ 
للمثلثِ ؟

2( ما العلاقةُ بَيْنَ قيا�ضِ الزاويةِ الخارجةِ للمثلثِ وَ قيا�ضِ>(   اأ ج� ب؟ 
3( ار�شمْ زاويةً خارجةً اأخرى للمثلثِ ومجاورةً  ل� >(    اأ ج� ب.

4( ما علاقةُ الزاويةِ الناتجةِ من )3( بالزاويةِ الخارجةِ المو�سحةِ في الر�سمِ.
5( ما عددُ الزوايا الخارجةِ والمختلفةِ القيا�ضِ للمثلثِ الواحدِ؟

ب ج� د

اأ

الزاويةُ الخارجةُ
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المعطياتُ 
نر�شمُ مثلثًا ليكُنْ د ج� ه�، ونحددُ لهُ زاويةً 

خارجةً، كما في ال�شكلِ المجاورِ.
المطلوبُ

اإثباتُ اأنَّ ق>(   4 =  ق>(   1+ ق>(    2
البرهانُ

مجموعُ زوايا مثلثٍ.   )1( .......... ق>(    3 + ق>(    2 + ق>(    1 = °180  
ج� ه� �س زاويةٌ م�شتقيمةٌ.     )2(............ ق>(   3 + ق>(   4 = °180 

: بطرحِ معادلةِ )2( منْ معادلةِ )1( ينتجُ اأنَّ
ق>(    2 + ق>(    1 – ق>(    4 = �سفراً      لماذا؟

اأيْ اأنَّ
ق>(   2 + ق>(   1 = ق>(   4  وهوَ المطلوبُ.

4( اجعلْ راأ�ضَ كلٍّ منَ الزاويتينِ على 
ه�  ل  ع  الخارجةِ  الزاويةِ  راأ�ضِ 

كما في ال�شكلِ )2(.

ماذا تلاحظُ ؟
ه�

ع

�س
ل

�س

ه�

د

1

2

3
4

ج�

النتيجةُ )6(
قيا�ضُ الزاويةِ الخارجةِ للمثلثِ ي�ساوي مجموعَ قيا�سَيِ الزاويتينِ الداخليتينِ  البعيدتينِ.

دُ المعطياتِ والمطلوبَ اإثباتُهُ ثمَّا نبداأُ بخطواتِ البرهانِ. لبرهنةِ النتيجةِ ال�سابقةِ؛ نحدِّ

ال�شكلُ )2(
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Δ اأ ب ج�  فيهِ ق>(    اأ = 75° ، >(    اأ ب د خارجةٌ للمثلثِ وقيا�شُها ي�شاوي 137°. جد 
. رْ خطواتِ حلِّكَ , ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ قيا�ساتُ زوايا المثلثِ ؟ برِّ

) حُلَّا التدريبَ بطريقتينِ مختلفتينِ ( .

1تدريبٌ     

جدْ ق>(   د ل ع في ال�شكلِ المجاورِ . 
 . رْ اإجابتَكَ , ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ برِّ

الحلُّ
بما اأنَّ >(    هـ ب ع خارجةٌ للمثلثِ ؛ فاإنَّا 

ق>(    ه� ب ع = ق>(    ب ل ع + ق>(    ب ع ل.          نتيجةُ الزاويةِ الخارجةِ
: 40° = �س + �س                                   Δ ب ع ل  متطابقُ ال�سلعينِ اأيْ اأنَّ

�س = °20
ق>(    د ل ع = 180° - 20° = 160°              لماذا ؟

: التحققُ منْ �شحةِ الحلِّ
ق>(   ع ب ل = 140°            لماذا؟ 

ق>(   ع = 20°                  مثلثٌ متطابقُ ال�سلعينِ.
ق>(    د ل ع = ق>(   ب ع ل + ق>(    ع ب ل 

°160 = °140 + °20 =                

ه�مثالٌ )1(

د

ل
�س

ب
40°ع
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ادّعتْ مريمُ ما ياأتي:
•  اإذا كانتْ لمثلثٍ زاويةٌ خارجةٌ منفرجةٌ , فاإنَّا المثلثَ حادُّ الزوايا. 

•  اإذا كانتْ لمثلثٍ زاويتانِ خارجتانِ منفرجتانِ , فاإنَّا المثلثَ حادُّ الزوايا.

•  الزاويةُ الخارجةُ للمثلثِ اأكبرُ منْ اأيِّ زاويةٍ داخليةٍ ما عدا المجاورةَ لها.
عاءاتِ مريمَ مقدمًا تبريرًا . ناق�سْ ادِّ

جدْ قيمةَ كلٍّ مِنْ �ض , �ض في ال�سكلِ المجاورِ.

•  ما مجموعُ قيا�ساتِ جميعِ الزوايا الخارجةِ للمثلثِ؟
؟ •  ما مجموعُ قيا�ساتِ جميعِ الزوايا الخارجةِ لل�سكلِ الرباعيِّ

رْ وناق�صْ فكِّ

رْ وناق�صْ فكِّ

رْ وناق�صْ فكِّ

8�س

5�س

3�س + 2�س

°110

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( جدْ قيمةَ الزاويةِ  �ض في كلٍّ مما ياأتي :

2( جدْ قيا�سَ الزوايا 1، 2، 3 في ال�شكلِ الآتي: 

3( اإذا كانَ قيا�ضُ الزاويةِ الخارجةِ لمثلثِ 117°، وقيا�سُ الزاويتينِ الداخليتينِ البعيدتيْنِ 
لهُ 2�س2 + 7 ، 61 - �س2 . فجدْ قيمةَ �س.

4( اإذا كانتْ  اأ ه� // ج� د في ال�شكلِ الآتي، بَيِّنْ اأنَّ ق>(   1 = ق>(   4.

123 °50

°80
°92

°60

ه�

د

ل
و

ج� ب

اأ

1

2

3

4

�س
ج� ب

اأ
°60

°40

اأ(
ب�س

اأ

ج�

°140

°85

ب(

�س
ب

اأ

ج�
°35°110

ج�(
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معتمدًا على ال�سكلِ المجاورِ, اأجبْ عنْ كلٍّ مما ياأتي:
1( ما نوعُ المثلثِ الممثلِ في ال�شكلِ؟ 

 على �شلعِ القائمةِ 
ِ
2( ما م�شاحةُ المربعِ المن�شاأ

الأولى؟ 
 على �شلعِ القائمةِ 

ِ
3( ما م�شاحةُ المربعِ المن�شاأ

الثانيةِ؟ 
 على الوترِ؟ 

ِ
4( ما م�شاحةُ المربعِ المن�شاأ

ماذا تلاحظُ؟ 

ن�شاطٌ )1(

مبرهنةُ فيثاغور�صَ:
في المثلثِ القائمِ الزاويةِ؛

على  المن�شاأينِ  المربعينِ  م�شاحتيْ  ي�شاوي مجموعَ  الوترِ  على   
ِ
المن�شاأ المربعِ  م�شاحةُ   •

ال�شلعينِ الآخرينِ.
وهذا يعني اأنَّ مربعَ طولِ الوترِ ي�شاوي مجموعَ مربعَيْ طولَيْ ال�شلعينِ الآخرينِ.

•  اأيْ اأنَّ ) طولَ الوترِ(2 = ) طولَ ال�شلعِ الأولِ (2 + ) طولُ ال�شلعِ الثاني(2
ع ل

هـ

سم٩

سم١٢

ع

صس

النتاجاتُ
• ت�شتق�شي مبرهنةَ فيثاغور�سَ للمثلثِ القائمِ.

الدر�صُ 
مبرهنةُ فيثاغور�صَالرابعُ
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Δ ه� ع ل قائمُ الزاويةِ في ع فيهِ ه� ع = 9�شم ، ع ل =12 �شم ، اح�شبْ طولَ ه� ل.

الحلُّ
بما اأنَّ  Δ هـ ع ل قائمُ الزاويةِ نطبقُ مبرهنةَ فيثاغور�ضَ.

)طولُ الوترِ(2 = ) طولَ ال�شلعِ الأولِ (2 + ) طولُ ال�شلعِ الثاني(2
= ) ه� ع ( 2 + ) ع ل(2         )ه� ل(2 

2)15( = 225 = 2)12( + 2)9( =            
          ه� ل       =    )15(2  = | 15 |

   ∴ ه� ل       =  15 �شم.  

ه�

عل 12�شم

9�شم

مثالٌ )1(

Δ )1 �س ل ع قائمُ الزاويةِ في ل فيه �س ل = 1�شم، ع ل = 1�شم. اح�شبْ طولَ �س ع.

Δ )2 اأ ب ج� قائمُ الزاويةِ في ب فيهِ اأ ج� =10 �شم ، ب ج� = 8�شم اح�شبْ طولَ اأ ب.

1تدريبٌ     

فهلْ  دائرةٍ،  ن�شفَ  القائمِ  المثلثِ  اأ�شلاعِ  منْ  �شلعٍ  كلِّ  على  المُن�شاأُ  ال�شكلُ  كانَ  اإذا 
الدائرتينِ  ن�سفَيِ  ت�ساوي مجموعَ م�ساحتَيْ  الوترِ  المن�ساأةِ على  الدائرةِ  ن�سفِ  م�ساحةُ 

رْ اإجابتَكَ . المن�شاأتينِ على ال�شلعينِ الآخرينِ؟ برِّ

رْ وناق�صْ فكِّ



82

Δ اأ ب ج� فيه ب اأ = 3�شم ، اأ ج� = 4�شم ، ب ج� = 5�شم :
1( قارنْ بينَ مربعِ ال�شلعِ الأكبرِ ومجموعِ مربعيْ ال�شلعينِ الأ�شغرينِ. 

2( ار�شمِ المثلثَ.
ها، ما نوعُ المثلثِ الناتجِ؟ 3( �شمِّ الزاويةَ المقابلةَ لل�شلعِ الأكبرِ ، ثمَّ قمْ بقيا�شِ

رِ الخطواتِ ال�سابقةَ لكلٍّ منَ المثلثينِ؛ 4( كرِّ
( Δ د ه� و فيه د ه� =13�شم، ه� و =5�شم ، دو= 12�شم. اأ 

( Δ �س ع ك فيه �س ع = 8�شم ، ع ك = 10 �شم ، �س ك = 6�شم. ب 
ماذا تلاحظُ؟

نتيجةٌ
 على �شلعِ مثلثٍ ي�شاوي مجموعَ م�شاحتيْ المربعينِ 

ِ
اإذا كانتْ م�شاحةُ المربعِ المن�شاأ

المن�شاأينِ على �شلعيْ المثلثِ الآخرينِ ، فاإنَّ المثلثَ قائمُ الزاويةِ .

بَيِّنْ اإذا كانَ المثلثُ الذي اأطوالُ اأ�شلاعِهِ 15 د�شم ، 20 د�شم ، 25 د�شم قائمُ الزاويةِ.

الحلُّ
نجدُ مربعاتِ اأطوالِ الأ�شلاعِ:

625 =2)25( ، 400 =2)20( ،225 = 2)15(
بما اأنَّ 225 + 400 = 625، اإذنِ المثلثُ قائمُ الزاويةِ.

مثالٌ )2(

ن�شاطٌ )2(
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.) ) المثلثُ الثلاثينيُّ ال�شتينيُّ
1( ار�شمْ  Δ اأ ب ج� قائمَ الزاويةِ في ب، فيهِ ق>(    اأ =30° ، ق>(    ج� =°60.

2( با�ستخدامِ البيكارِ قارنْ طولَ ال�سلعِ المقابلِ للزاويةِ 30° معَ طولِ الوترِ اأ ج�، 
ماذا تلاحظُ ؟

3( قارنْ ما تو�سلتَ اإليهِ بما تو�سلَ اإليهِ زملاوؤُكَ. ماذا تلاحظُ ؟

ن�شاطٌ )3(

نتيجةٌ
طولُ ال�شلعِ المقابلِ للزاويةِ 30° في المثلثِ الثلاثينيِّ ال�شتينيِّ ي�شاوي ن�شفَ طولِ 

الوترِ.

بَيِّنْ اأيُّ الأطوالِ الآتيةِ تمثلُ اأطوالَ اأ�شلاعِ مثلثٍ قائمِ الزاويةِ:
2( 30 �شم ، 40 �شم ، 50�شم. 1(  4 �شم ، 8�شم ، 11�شم.                 

4( 3�شم ، 3�شم  ، 3   2�شم. 3( 10 �شم  ، 9�شم  ، 13�شم.                   

2تدريبٌ     

• ما العلاقةُ بَيْنَ م�شاحاتِ المربعاتِ المن�شاأةِ  على اأ�شلاعِ المثلثِ حادِّ الزوايا؟
• ما العلاقةُ بَيْنَ م�ساحاتِ المربعاتِ المن�ساأةِ على اأ�سلاعِ المثلثِ منفرجِ الزاويةِ؟

مبرهنةِ  وبا�ستخدام  ر�سمِهِ,  الزوايا دونَ  منْ حيثُ  المثلثِ  بنوعِ  تتنباأَ  اأنْ  ت�ستطيعُ  هلْ   •
ر اإجابتَكَ.  فيثاغور�سَ؟ برِّ

رْ وناق�صْ فكِّ
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في ال�شكلِ المجاورِ جدْ طولَ ال�شلعِ �س ع ، مبررًا اإجابتَكَ.
3تدريبٌ     

°30

�س

ع�س

6�شم

1( ار�شمْ  Δ د ه� و قائمَ الزاويةِ في ه�.
فِ الوترَ كما تعلمتَ �شابقًا، و�شمِّ نقطةَ المنت�شفِ ج�. 2( ن�شِّ

3( �شلْ راأ�سَ القائمةِ معَ النقطةِ ج� ، ثمَّ قارنْ طولَ ه� ج� بطولِ الوترِ د و. ماذا 
تلاحظُ؟

4( قارنْ ما تو�سلتَ اإليهِ بما تو�سلَ اإليهِ زملاوؤُكَ, ماذا تلاحظُ؟

ن�شاطٌ )4(

نتيجةٌ
طولُ القطعةِ الم�شتقيمةِ الوا�شلةِ بَيْنَ راأ�سِ القائمةِ ومنت�شفِ الوترِ في المثلثِ القائمِ 

الزاويةِ، ي�شاوي طولَ ن�شفِ الوترِ.

ما علاقةُ طولِ ال�شلعِ المجاورِ للزاويةِ 30° بطولِ الوترِ؟
رْ وناق�صْ فكِّ

Δ اأ ب ج� قائمُ الزاويةِ في ب، النقطةُ �س منت�شفُ الوترِ اأ ج�، اإذا كانتْ ب �س = 7�شم، 
فما طولُ الوترِ؟

مثالٌ )3(
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الحلُّ
نر�شمُ ر�شمًا تو�شيحيًّا 

)نتيجة( اأ ج� = 2 × ب �س  
∴ اأ ج� = 14�شم. 

Δ�س ع ل قائمُ الزاويةِ في ع ، النقطةُ د منت�شفُ �س ل ، ق>(    �س د ع =110° ، اح�شبْ 

ق>(    �س.

4تدريبٌ     

�س

ج�ب

اأ

7�شم

تُ�شمى الأ�شلاعُ 3، 4، 5 ثلاثيَة فيثاغور�ضَ , لاأنَّاها تحققُ مبرهنةَ فيثاغور�ضَ.
اأوجدْ مجموعتينِ على الأقلِّ من ثلاثياتِ فيثاغور�سَ.

رْ وناق�صْ فكِّ
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1( اأيٌّ مما ياأتي تمثِّلُ اأطوالَ اأ�شلاعِ مثلثٍ قائمِ الزاويةِ :
ب ( 5 �شم ، 12�شم ، 13�شم.  ( 3 �شم ، 5�شم ، 9�شم.    اأ 

( 12 د�شم ، 21 د�شم ، 15 د�شم .  د  ج� ( 20 �شم ، 24 �شم ، 25�شم.  
( 20�شم ، 12�شم ، 16�شم . و  ه�( 5د�شم ، 10 د�شم ،   75 د�شم.  

2( جدْ طولَ ال�شلعِ الثالثِ في كلًّ مما ياأتي:
( Δ �س د ب قائمٌ في د فيهِ �س د = 15 �شم ، دب = 8�شم . اأ 

ب( Δ م ل ن قائمٌ في ل فيهِ م ل =1�شم ، م ن =   3 �شم .
ج� ( مثلثٌ قائمُ الزاويةِ طولُ اأحدِ اأ�شلاعِهِ 0٫7 �شم ، وطولُ وترِهِ 2٫5�شم .

Δ )3 د هـ و متطابقُ ال�سلعينِ طولُ �سلعِهِ 25�شم، وطولُ قاعدتِهِ 40 �سم, جدْ ارتفاعَهُ.

4( مثلثٌ قائمُ الزاويةِ متطابقُ ال�سلعينِ, طولُ وترِهِ ي�ساوي 10  2 �سم, جدْ طولَ كلٍّ 
من ال�شلعينِ الآخرينِ.

5( اح�شبْ محيطَ المثلثِ في ال�شكلِ المجاورِ . 

على  �شُلَّمٍ  تثبيتِ  اإلى  الإنقاذِ  رجالِ  اأحدُ  يحتاجُ   )6
نافذةٍ ترتفعُ عن الاأر�ضِ 15م، اإذا علمْتَ اأنَّ مِنْ 
قاعدةِ  بَيْنَ  الم�سافةُ  تكونَ  اأنْ  ال�سلامةِ  �سروطِ 
تقريبًا،  ال�شلمِ  طولِ  ربعِ  بمقدارِ  والمبنى  ال�شلمِ 
فَجدِ الم�شافةَ التقريبيةَ لبُعْدِ قاعدةِ ال�شلمِ عنِ البنايةِ.

11�شم

°60

15م

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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( �س �س ع مثلثٌ قائمُ الزاويةِ في �س ، النقط���ةُ ب منت�ش�فُ �س ع، ج� منت�ش�فُ   7
�س ع. اأثَبتْ اأنََّ ب ج� ⊥ �س ع.

( تاأملِ ال�شكلَ الذي يمثلُ م�شمارَ �شباقٍ، ثمَّ اأجبْ عنِ الأ�شئلةِ التي تليهِ:  8

( اح�شبِ الم�شافةَ التي يقطعُها اللاعبُ منْ خطِّ البدايةِ اإلى خطِّ النهايةِ. اأ 
( حددْ على ال�شكلِ اإزاحةَ اللاعبِ، ثمَّ اح�شبْ مقدارَها.  ب 

( دوريةُ �سرطةٍ تطاردُ ع�سابةَ مهربينَ وقفتْ في منطقةٍ على �سكلِ الم�ستطيلِ �ض �ض ع ل   9
الم�سافةِ والاإزاحةِ التي  , جدْ مقدارَ كلٍّ منَ  )�س �س = 6 كم، �س ع = 3كم( 

تف�سلُ بينَ الدوريةِ والع�سابةِ في الحالاتِ التاليةِ, معَ تحديدِ اتجاهِ الاإزاحةِ:

( اإذا تحركتِ الدوريةُ منْ �س اإلى �س باتجاهِ عك�سِ عقاربِ ال�شاعةِ.   اأ 
( اإذا تحركتِ الدوريةُ منْ �س اإلى ل ثمَّ اإلى ع ب 

10 ( عيّنِ العددَ الحقيقيَّ   2 على خطِّ الاأعدادِ با�ستخدامِ مبرهنةِ فيثاغور�ضَ.

ثْ: عن حالاتِ ا�ستخدامِ مبرهنةِ فيثاغور�ضَ. 11 ( تحدَّا

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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دْ نوعَ ذلكَ المثلثِ منْ حيثُ الزوايا : 1( اأيٌّ مما ياأتي يمثلُ اأ�شلاعَ مثلثٍ؟ وحدِّ
ب ( 8 �شم ، 11�شم ، 3�شم . ( 4�شم ،7�شم ،5�شم.    اأ 

( 12 �شم ، 10�شم ، 9 �شم . د  ج� ( 18�شم ، 24�شم ، 30�شم .   
2( اح�شبْ محيطَ Δ �س �س ع في ال�شكلِ الآتي:

3( يُبيِّنُ ال�شكلُ المجاورُ �شدا�شيًّا منتظمًا مركزهُ النقطةُ م، 
جدْ م�شاحتَهُ بال�شنتيمتراتِ المربعةِ.

فُ �س �س. 4( في ال�شكلِ المجاورِ ، يبِّنْ اأنَّ  م د ين�شِّ

على  الاأربعةِ  الاأ�سلاعِ  منت�سفاتُ  , ل  , ع  �ض, �ض  فيهِ  رباعيٌّ  �سكلٌ  د  اأ ب جـ    )5
التوالي، بيِّنْ اأنَّ ال�شكلَ �س �س ع ل متوازي اأ�شلاعٍ.

ه�

ب

�س

د

ع�س

6�شم

5�شم4�شم

12�شم

10�شم

م

�س�س د

م
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1( اقراأ العبارات الآتيةِ، ثم اأجبْ بنعمٍ اأو ل مع ذكرِ ال�شببِ:
< العددِ الأكبرِ ، فاإنَّ  اإذا كانَ مجموعُ العددينِ الأ�شغرينِ  اأعدادٍ،  ( لأيِّ ثلاثةِ  اأ 

هذهِ الأعدادَ يمكنُ اأن تكونَ اأطوالَ اأ�شلاعٍ في مثلثٍ.
ب ( في Δ �ض �ض ل ؛ اإذا كانتْ >(   �ض منفرجةً , فاإنَّا ال�سلعَ �ض ل هوَ اأطولُ اأ�سلاعِ 

المثلثِ.
ج� ( اإذا كانتْ >(   هـ د ك خارجةً للمثلثِ هـ د ن , فاإنَّاها منفرجةٌ.

( اإذا كانت اإحدى القطعِ المتو�شطةِ في مثلثٍ عموديةً على ال�شلعِ ال�شاقطةِ عليهِ،  د 
فاإنَّا المثلثَ متطابقُ الاأ�سلاع .

( في Δ اأ ب ج� اإذا وُجدتْ قطعتانِ متو�شطتانِ عموديتانِ على �شلعيْهِ، فاإنَّ المثلثَ  ه� 
مُتطابقُ الاأ�سلاعِ.

( الزوايا الخارجةُ للمثلثِ حادِّ الزوايا, جميعًا منفرجةٌ. و 
 على الوترِ ت�شاوي 

ِ
( في المثلثِ القائمِ الزاويةِ ، م�شاحةُ المثلثِ المنتظمِ المن�شاأ ز 

مجموعَ م�شاحتي المثلثينِ المنتظمينِ المن�شاأينِ على ال�شلعينِ الآخرينِ.

2( في ال�شكلِ المجاورِ جدْ ق>(    اأ ب د 

مَ قو�سُ دائرةٍ مركزُه�ا م فقط��عَ الم�شتقيمَ  *3( رُ�شِ

منَ  اآخرُ  قو�سٌ  مَ  رُ�شِ ثم  ن،  النقطةِ  في  ب  اأ 
القو�ضَ  فقطعَ  الفرجارِ  فتحةِ  بنف�ضِ  ن  النقطةِ 

الأولَ في ل . جد ق>(    م ل ن.

ه�

بج�

من

ل

ب اأ

* ال�شوؤالُ منْ اأ�شئلةِ الختباراتِ الدوليةِ.

اأ

د
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8
المجسماتُ

ن�ستخدمُ في حياتِنا اليوميةِ مج�سّماتٍ مثلَ العلبِ وال�سناديقِ, وللتعاملِ 
معَ هذهِ الاأ�سياء ب�سكلٍ �سليمٍ و�سحيحٍ منْ حيثُ الت�سميمُ وال�سعةُ والتخزينُ 
والتوزيعُ والعر�ضُ؛ فلا بدَّا منْ درا�سةِ خ�سائِ�سها, بالاإ�سافةِ اإلى اأنَّ هنالكَ 
العديدَ منَ الأ�شياءِ منها ما هوَ م�شطحٌ ) ثنائيُّ الأبعادِ( وما هوُ مج�شمٌ )ثلاثيُّ 
الاأبعادِ(. ومنْ اأجلِ بناءِ الفهمِ ال�سحيحِ لبنيةِ الاأ�سكالِ والمج�سماتِ, يحتاجُ 
والمج�سماتِ  الاأبعادِ,  ثنائيةِ  بالاأ�سكالِ  تتعلقُ  تعليميةٍ  خبراتٍ  اإلى  الطلبةُ 
نُ  ثلاثيةِ الأبعادِ، ليتو�شلوا اإلى اأنَّ الأ�شطحَ الم�شتويةَ )ثنائيةَ الأبعادِ(، تُكوِّ

عندَ طيِّها مج�شماتٍ )ثلاثيةَ الأبعادِ(.
اإنَّا فهمَ المج�سماتِ ) المن�سورِ, وَ الهرمِ, وَالاأ�سطوانةِ, وَ المخروطِ, 
وَالكرةِ(، وال�شيغَ المتعلقةَ بحجومِها وم�شاحاتِ �شطحِها ي�شاعدُ في حلِّ 

العديدِ منَ الم�شكلاتِ.

الوحـدةُ الثامنةُ



يتوقعُ منَ الطالبِ في نهايةِ هذهِ الوحدةِ اأن يكونَ قادرًا على: 
, والاأ�سطوانةِ, والمخروطِ,  , والرباعيِّ , والهرمِ الثلاثيِّ اكت�سافِ �سبكةِ المن�سورِ الثلاثيِّ

واإن�شائِها.
، وم�شاحةِ �شطحِهِ. ا�شتق�شاءِ �شيغةٍ لحجمِ المن�شورِ الثلاثيِّ

فِ �شيغةٍ لحجمِ الأ�شطوانةِ، وم�شاحةِ �شطحِها. تعرُّ
ا�ستق�ساءِ �سيغةٍ لحجمِ المخروطِ, وم�ساحةِ �سطحِهِ.

، وم�شاحةِ �شطحِهِ. ، والرباعيِّ ا�شتق�شاءِ �شيغةٍ لحجمِ الهرمِ الثلاثيِّ
ا�شتق�شاءِ �شيغةٍ لحجمِ الكرةِ، وم�شاحةِ �شطحِها.

ا�شتق�شاءِ تاأثيرِ التغيُّرِ في اأبعادِ المج�شمِ على م�شاحةِ �شطحِهِ، وحجمِهِ.
حلِّ م�شائلَ حياتيةٍ على الم�شاحاتِ والحجومِ.
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ثلاثيُّ الأبعادِثنائيُّ الأبعادِ

ال�شبكةُ

المج�شمُ

اأكملِ الفراغَ في الجدولِ الاآتي بو�سعِ اإ�سارةِ )( اأوْ )×( ، للاإجابةِ عنِ ال�شوؤالِ 
اأعلاهُ:

ال�شبكةُ: م�شطحٌ م�شتوٍ )ثنائيُّ الأبعادِ(، يمكنُ اأنْ يُطْوى لعملِ مج�شمٍ )ثلاثيِّ الأبعادِ(، 
وتتكونُ ال�شبكةُ منَ القاعدةِ، والأ�شطحِ )الأوجهِ(، والروؤو�سِ.

�شبكةٌمج�شمٌ

ما الفرقُ بَيْنَ ال�سبكةِ والمج�سمِ؟

النتاجاتُ
, والاأ�سطوانةِ, والمخروطِ وتن�سئُها.  , والهرمِ الثلاثيِّ  والرباعيِّ • تكت�سفُ �سبكةَ  المن�سورِ الثلاثيِّ

الدر�صُ 
ال�شبكاتُالأولُ



93

�شلْ كلَّ مج�شمٍ ب�شبكتِهِ في ما ياأتي:

الحلُّ

مثالٌ )1(

اأنا مج�شمٌ �شبكتي تتكونُ منْ م�شتطيلٍ، واأربعةِ مثلثاتٍ متطابقةِ ال�شلعينِ، عندَ طيِّها تلتقي 
روؤو�شُها في نقطةٍ واحدةٍ، فمنْ اأنا؟ وماذا تُ�شمى نقطةُ اللتقاءِ؟

1تدريبٌ     
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1( ار�شمْ �شبكةَ المج�شمِ الواردِ في تدريبِ )1(.
2( اطوِ ال�شبكةَ لت�شكلَ المج�شمَ.
3( قارنْ منتجكَ بمنتجِ زملائِكَ.

ن�شاطٌ )1(

اأكملِ الفراغَ في الجدولِ الاآتي:
مثالٌ )2(

�شكلُ الأوجهِ الجانبيةِعددُ القواعدِ�شكلُ القاعدةِا�شمُ المج�شمِالمج�شمُ

هرمٌ ثلاثِيٌ

قاعدةٌ واحدةٌ

م�شتطيلاتٌ
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ار�شمْ �شبكةً لكلِّ مج�شمٍ منَ المج�شماتِ الآتيةِ:
)3      )2            )1

2تدريبٌ     

عبِّرْ بلغتِكَ الخا�سةِ عمّا تراهُ في ال�سورِ اأدناهُ.
ن�شاطٌ )2(
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نهُ كلُّ �شبكةٍ مما ياأتي: 1( اكتبِ ا�شمَ المج�شمِ الذي تكوِّ

ا�شمُ المج�شمِ هوَ:..........    ) اأ 

ا�شمُ المج�شمِ هوَ:.......... ب (  

 
ا�شمُ المج�شمِ هوَ:..........  ج� (  

ا�شمُ المج�شمِ هوَ:..........   ) د 

2( ار�شمْ �شبكةً لكلِّ مج�شمٍ مما ياأتي ، ثمَّ قارنْ منتَجَكَ بمنتجاتِ زملائِكَ:

( هرمٌ رباعيٌّ ج�  ( هرمٌ ثلاثيٌّ  ب  ( من�شورٌ ثلاثيٌّ                 اأ 
( مخروطٌ ه ـ ( اأ�سطوانةٌ                        د 

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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, فر�سمَ الطالبُ ال�سبكةَ  3( كلَّافَ معلِّمُ الريا�سياتِ الطالبَ �سعيدًا بر�سمِ �سبكةِ هرمٍ ثلاثيٍّ
الآتيةَ:

هلْ تتفقُ معَ ما ر�سمَهُ �سعيدٌ؟ مبررًا اإجابتَكَ.
�شطوانةِ، فر�شمتْ راما ال�شبكةَ )اأ(،  4( طلبتْ معلمةُ الريا�شياتِ ر�شمَ �شبكةٍ لمج�شمِ الأُ

ور�شمت ريمُ ال�شبكةَ )ب(:

هلْ تتفقُ معَ ما ر�سمتْهُ كلٌّ منْ راما, وريمَ؟ مبررًا اإجابتَكَ.
)ب( )اأ(

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( ما عددُ الوحداتِ المكعبةِ -تقريبًا- التي 
)1(؟  �شكلِ  في  المن�شورِ  قاعدةَ  ي  تغطِّ
اإلى  بالن�شبةِ  الوحداتِ  عددُ  يمثِّلُ  ماذا 

قاعدةِ المن�شورِ؟
2( اإذا مُلئَ المن�سورُ بالوحداتِ المكعبةِ كما 

هوَ مو�شحٌ في ال�شكلِ )2(، ما عددُ الطبقاتِ التي تملاأُ المن�شورَ؟ مَاذا يمثِّلُ 
عددُ الطبقاتِ بالن�شبةِ اإلى المن�شورِ؟

3( ما حجمُ المن�شورِ؟
: تعلمتَ �شابقًا اأنَّ

حجمَ متوازي الم�شتطيلاتِ = م�شاحةَ القاعدةِ × الارتفاعِ
، والفرقُ بَيْنَ المن�سورِ الرباعيِّ والمن�سورِ  ومتوازي الم�شتطيلاتِ ما هوَ اإل من�شورٌ رباعيٌّ

 : الثلاثيِّ يكمنُ في �شكلِ القاعدةِ فقطْ، وعليهِ فاإنَّ
حجمَ المن�شورِ الثلاثيِّ = م�شاحةَ القاعدةِ × الرتفاعِ.

ن�شاطٌ

�شكل )2(�شكل )1(

رْ تذكَّ
1م�شاحةُ المنطقةِ المثلثةِ =      × طولِ القاعدةِ × الارتفاعِ

2

الدر�صُ 
الثاني

حجمُ المن�شورِ الثلاثيِّ القائمِ، وم�شاحةُ �شطحِهِ

النتاجاتُ
• ت�شتق�شي �شيغةً لحجمِ المن�شورِ الثلاثيِّ القائمِ، وم�شاحةِ �شطحِهِ.

• تحلُّ م�شائلَ حياتيةً على الم�شاحاتِ والحجومِ.
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جدْ حجمَ المن�شورِ الثلاثيِّ المجاورِ.

1
2

جدْ حجمَ المن�شورِ الثلاثيِّ المجاورِ.

الحلُّ
10 × 14 ×     = م�شاحةُ القاعدةِ 

= 7 × 10 = 70 �شم2  
= م�شاحةَ القاعدةِ × ارتفاعِ المن�سورِ حجمُ المن�شورِ 

=  70 × 20  = 1400 �شم3  

للمن�شورِ الثلاثيِّ المجاورِ:
1( ار�شمْ �شبكةً للمن�شورِ.

2( اح�شبِ الم�شاحةَ الكليةَ ل�شطحِ المن�شورِ، 
. ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

الحلُّ
 )1

مثالٌ )1(

مثالٌ )2(

20�شم

10�شم

14�شم

5�شم

12�شم
9�شم

1تدريبٌ     

5�شم
5�شم

10�شم

12�شم
�س �شم

�س �شم

12�شم

10�شم
�س �شم

5�شم
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لماذا ؟ 2( �س2 = 25 + 212   ،   ومنه �س= 13.                  
ي�شاوي  وعر�شهُ   ،)13  +  12  +  5( ي�شاوي  طولُهُ  م�شتطيلًا  ت�شكلُ  الجانبيةُ  الأوجهُ 

ارتفاعَ المن�سورِ 10�شم، كما يظهرُ في ال�شبكةِ.
= الطولَ × العر�سِ         الم�شاحةُ الجانبيةُ = م�شاحةَ الم�شتطيلِ ∴ الم�شاحةُ الجانبيةُ  

= محيطَ قاعدةِ المن�شورِ × ارتفاعِ المن�سورِ                              
10 × )13 +12 +5 ( =                               
= 30 × 10 = 300 �شم2                               

م�شاحةُ القاعدةِ  =     × طولِ قاعدةِ المثلثِ × ارتفاعِ المثلثِ    القاعدةُ مثلثةُ ال�شكلِ  
=     × 12 × 5 = 30 �شم2   

∴ الم�شاحةُ الكليةُ ل�شطحِ المن�شورِ= الم�شاحةَ الجانبيةَ + م�شاحةُ القاعدتينِ
= 300 + 2 × م�شاحةِ القاعدةِ                            

30 × 2 + 300 =                           
= 300 + 60 = 360 �شم2   

 : التحققُ منْ �شحةِ الحلِّ

الم�شاحةُ الجانبيةُ = م�شاحةَ الوجهِ الأول + م�شاحةُ الوجهِ الثاني + م�شاحةُ الوجهِ الثالثِ
     )10× 13 ( + ) 10×12 ( + )10 ×5 ( =  
 = 50 + 120 + 130 = 300 �شم2    

= 2× م�شاحةِ القاعدةِ م�شاحةُ القاعدتينِ 
= 2× )      × طولِ قاعدةِ المثلثِ × ارتفاعِ المثلثِ(           

= طولَ  قاعدةِ المثلثِ × ارتفاعِ المثلثِ           
 =   12 × 5 = 60 �شم2             

   ∴ الم�شاحةُ الكليةُ  ل�شطحِ المن�شورِ = 300 + 60 = 360 �شم2 

1
2
1
2

1
2
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من�شورٌ ثلاثيٌّ م�شاحةُ �شطحِهِ الكليةُ 48 �شم2، وم�شاحتُهُ الجانبيةُ 36 �شم2. جدْ م�شاحةَ 
قاعدتِهِ.

2تدريبٌ     

ن�ستنتج مما �سبق اأن:
الم�شاحةَ الجانبيةَ للمن�شورِ = محيطَ القاعدةِ × ارتفاعِ المن�شورِ

الم�شاحةَ الكليةَ ل�شطحِ المن�شورِ = الم�شاحةَ الجانبيةَ + م�شاحةُ القاعدتينِ
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1( من�شورٌ ثلاثيٌّ اأطوالُ قاعدتِهِ على التوالي هيَ: 6�شم ، 8�شم ، 10 �سم, وارتفاعُهُ 
11 �شم. جدْ كلاًّ مما ياأتي:

اأ( حجمَهُ.
ب( م�شاحةَ �شطحِهِ الكليّةَ.

2( من�شورٌ ثلاثيٌّ حجمُهُ  28م3، وم�شاحةُ قاعدتِهِ 7 م2. جدِ ارتفاعَهُ.

3( من�شورٌ ثلاثيُّ م�شاحتُهُ الجانبيةُ      31 �شم2, وارتفاعُهُ     4�شم. جدْ محيطَ قاعدتِهِ.

م�شاحتُهُ  ثلاثيًّا  من�شورًا  المجاورُ  ال�شكلُ  يمثلُ   )4
�شم، وقاعدتُهُ على   5 الجانبيةُ 80 �شم2, وارتفاعُهُ 
6�شم.  �سكلِ مثلثٍ متطابقِ ال�سلعينِ, طولُ قاعدتِهِ 

جدْ م�شاحةَ �شطحِهِ الكليّةَ.

5( ينتجُ م�شنعٌ خيَمًا كما في ال�شكلِ المجاورِ، اإذا كانتْ 
تكلفةُ المترِِ المربعِ الواحدِ 1٫5 دينارٍ، 

هِ. جدْكلفةَ 9 خيمٍ من النوعِ نف�سِ

6( ار�سمْ �سبكةً لمن�سورٍ ثلاثيٍّ م�ساحتُهُ الجانبيةُ 60 �شم2.
7( ار�سمْ �سبكةً لمن�سورٍ ثلاثيٍّ م�ساحتُهُ الكليةُ 60 �شم2.

1
2

1
2

5�شم

6�شم

5م

5م 6م

5م

4م

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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: حجمَ المن�سورِ = م�ساحةَ القاعدةِ × الارتفاعِ, ولاإيجادِ  تعلمتَ في الدر�ضِ ال�سابقِ اأنَّا
حجمِ عبوةِ الدهانِ المطروحةِ في مقدمةِ الدر�ضِ, ن�ستخدمُ القانونَ:

حجمُ الأ�شطوانةِ  =  م�شاحةَ القاعدةِ × الرتفاعِ  
القاعدةُ على �شكلِ دائرةٍ = π نق2 × ع     حجمُ الأ�شطوانةِ    

          20 ×  2)7( ×        ≈        
20 × 7 ×22  ≈        
∴ حجمُ علبةِ الدهانِ ≈ 3080 �شم3. 

7�شم

20�شم

22
7

20 �شم.  1800 �شم3, وارتفاعُها  اأ�سطوانةٍ, حجمُها  علبةُ حليبٍ للاأطفالِ على �سكلِ 
جدْ م�شاحةَ قاعدتِها.

1تدريبٌ     

πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
الثالثُ

حجمُ الأ�شطوانةِ القائمةِ، وم�شاحةُ �شطحِها

النتاجاتُ
• تتعرفُ �شيغةً لحجمِ الأ�شطوانةِ، وم�شاحةِ �شطحِها.

جدْ حجمَ عبوةِ دهانٍ اأ�سطوانيةِ ال�سكلِ, م�ستخدمًا 
الأبعادَ المو�شحةَ في ال�شكلِ المجاورِ.
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معتمدًا على ال�شكلِ المجاورِ، الذي يمثلُ اأ�شطوانةً، اأجبْ عمّا ياأتي:
1( ار�شمْ �شبكةً تقريبيةً لها.

7�شم،  قطرِها  ن�شفُ  كانَ  اإذا  الكليةَ  �شطحِها  م�شاحةَ  جدْ   )2
. وارتفاعُها 16 �سم, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

الحلُّ
 )1

2( م�شاحةُ ال�شطحِ الكليةُ = الم�شاحةَ الجانبيةَ  + م�شاحةُ القاعدتينِ
= )الطولَ × العر�سِ( + 2 ×م�شاحةِ القاعدةِ            لماذا؟  
= ) محيطَ القاعدةِ × الارتفاعِ (+ π × 2 نق2   لماذا؟  

= π 2 نق ×ع + π 2 نق2  
2)7( ×        × 2 + )16 × 7 ×       × 2( ≈  

≈ 1012 �شم2.  
: التحققُ منْ �شحةِ الحلِّ

لماذا؟ م�شاحةُ ال�شطحِ الكليةُ = π 2 نق )ع + نق(            
)7 +16( 7 ×         × 2 ≈  

مثالٌ )1(

نق

ع

ع

نق

نق

22
7

22
7

22
7
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23 × 7 ×        × 2 ≈  
≈ 44× 23 = 1012 �شم2.  

22
7

حجمُ الأ�شطوانةِ = م�شاحةَ القاعدةِ × الارتفاعِ
=   π نق2ع  

= محيطَ القاعدةِ × الارتفاعِ الم�شاحةُ الجانبيةُ 
= π 2 نق ع  

الم�شاحةُ الكليةُ ل�شطحِها  = الم�شاحةَ الجانبيةَ + 2 × م�شاحةِ القاعدةِ
= π 2 نق ع + π 2 نق2  

= π 2 نق )ع + نق(  

اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ، طولُ قطرِ قاعدتِها 28�سم, وارتفاعُها 3�شم:
1( ار�شمْ �شبكةً تقريبيةً لهذهِ الأ�شطوانةِ.

. 2( جدْ م�ساحةَ �سطحِها الكليةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

2تدريبٌ     

اأ�شطوانةٌ دائريةٌ م�شاحةُ �شطحِها الكليةُ 48�شم2، وم�شاحتُها الجانبيةُ 36�شم2، جدْ م�شاحةَ 
قاعدتِها.

مثالٌ )2(
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جدْ  16�شم2.  قاعدتِها  وم�شاحةُ  �شم2،   72 الكليةُ  �شطحِها  م�شاحةُ  دائريةٌ  اأ�شطوانةٌ 
م�شاحتَها الجانبيةَ.

3تدريبٌ     

الحلُّ
م�شاحةُ القاعدةِ = )م�شاحةَ ال�شطحِ الكلّيةَ - الم�شاحةُ الجانبيةُ ( ÷ 2         لماذا؟

2 ÷ )36 - 48( =  
= 12 ÷ 2 = 6�شم2.  

جدْ حجمَ المج�شمِ المركبِ في ال�شكلِ المجاورِ علمًا اأنَّ طولَ قطرِ الأ�شطوانةِ ي�شاوي 
عَر�سَ متوازي الم�شتطيلاتِ.

الحلُّ
) حجمُ متوازي الم�شتطيلاتِ ) وَهُوَ من�شورٌ رباعيٌّ

8 ×14 ×16 =  
= 1792 �شم3.  

=14�شم. قطرُ الأ�شطوانةِ 
حجمُ الأ�شطوانةِ = π نق2 ع ≈        × )7(2×10

≈1540�شم3.                                  
حجمُ المج�شمِ المركبِ = حجمَ متوازي الم�شتطيلاتِ + حجمُ الأ�شطوانةِ

≈ 1792 + 1540 ≈ 3332 �شم3.  

مثالٌ )3(

22
7

10�شم

16�شم

8�شم
14�شم

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ طولُ قطرِ قاعدتِها  20�سم, وارتفاعُها 4 �شم. جدْ حجمَها، 
. وم�ساحةَ �سطحِها الكليةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

2( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ حجمُها 6٫28 �شم3, ارتفاعُها 20 �شم، جدْ طولَ ن�شفِ قطرِ 
.)3٫14= π( معتبرًا , قاعدتِها. ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

3( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ حجمُها 352�شم3، وطولُ قطرِ قاعدتُها 8�سم, جدِ ارتفاعَها. 
. ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

11�شم،  ه��ا  وعر�شُ 14�شم،  قاعدتِه�ا  طولُ  كرتونيةً،  علبةً  اأدن��اهُ  ال�شك�لُ  يبينُ   )4
نِّعةُ ا�شتعمالَ ت�شميمٍ جديدٍ للعلبةِ بالحجمِ  وارتفاعُهـا 9 �شم. اإذا قررتِ ال�شركةُ المُ�شَ
, فَجدْ طولَ قطرِ قاعدةِ الاأ�سطوانةِ  هِ, ولكنْ ب�سكلٍ اأ�سطوانيٍّ نف�سهِ والارتفاعِ نف�سِ

الذي يمكنُ ا�شتعمالُهُ.

5( ادّعى عمرُ اأنَّ حجمَ اأ�شطوانةٍ ن�شفُ قطرِها 5�سم, وارتفاعُها 12�شم ي�شاوي حجمَ 
اأ�شطوانةٍ اأخرى ن�شفُ قطرِها 10�سم, وارتفاعُها 6�شم. 

ناق�سِ ادعاءَ عمرَ، مبررًا اإجابتكَ.

14�شم

11�شم
9�شم

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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: حجمَ الأ�شطوانةِ = πنق2ع تعلمتَ �شابقًا اأنَّ
ولاحظْ اأنَّاكَ احتجتَ اإلى مَلْءِ المخروطِ القائمِ 3 مرّاتٍ تمامًا، لكَيْ تملاأ الأ�شطوانةَ 

: تمامًا، وهذا يعني اأنَّ

ماذا يمثِّلُ �شكلُ )1( ؟
ماذا يمثِّلُ �شكلُ )2( ؟

ما العلاقةُ بينهُما؟
هلْ يمكنُكَ �سنعُ مج�سمينِ لهُما الموا�سفاتُ 

ها ؟ نف�سُ
نقنق

عع
لل

نقنق
�شكل )2(�شكل )1(

1( اأح�سرْ مج�سمينِ )اأ�سطوانةً, ومخروطًا(, لهُما قاعدتانِ مت�ساويتانِ, وارتفاعانِ 
مت�ساويانِ كما في الر�سمِ اأعلاهُ, بحيثُ يكونانِ مفرغينِ منَ الداخلِ.

2( اأح�شرْ كميةً منَ الرملِ الناعمِ.
اأفرغْهُ في الاأ�سطوانةِ. كررِ العمليةَ  الناعمِ, ثمَّا  3( املاأ المخروطَ تمامًا بالرملِ 

حتى تمتلئَ الاأ�سطوانةُ تمامًا.
4( كمْ عددُ المراتِ التي لزمتْ لملْءِ الأ�شطوانةِ تمامًا؟

5( ماذا ت�شتنتجُ ؟

ن�شاطٌ )1(

النتاجاتُ
• ت�ستق�سي �سيغةً لحجمِ المخروطِ  القائمِ, وم�ساحةِ �سطحِهِ.

الدر�صُ 
الرابعُ

حجمُ المخروطِ القائمِ، وم�شاحةُ �شطحِهِ
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1حجمَ المخروطِ القائمِ=     حجمِ الاأ�سطوانةِ الم�ستركةِ معهُ في القاعدةِ والارتفاعِ.
3

: حجمَ المخروطِ القائمِ=      π نق2ع ن�ستنتجُ اأنَّا
نق: ن�سفُ قطرِ قاعدةِ المخروطِ القائمِ. حيثُ:       

ع : ارتفاعُ المخروطِ القائمِ.                
بُ ب�         اأوْ 3٫14 .                  π : الن�شبةُ التقريبيةُ وتُقرَّ

1
3

جدْ حجمَ المخروطِ القائمِ المو�سحِ جانبًا.

الحلُّ
حجمُ المخروطِ القائمِ =      π نق2ع 

15 × 2)6( × π ×      =  

15 × 6 × 6 × π ×      =  
= π 180 =  π × 15 × 12 �شم3.  

ار�سمْ مج�سمَ مخروطٍ قائمٍ, وعيِّنْ عليهِ ن�سفَ قطرِ القاعدةِ نق, وارتفاعَهُ ع, ورا�سمَهُ ل, 
دْ منَ الر�سمِ العلاقةَ بَيْنَ ل ,ع , نق؟ ثمَّا حدِّ

مثالٌ )1(

مثالٌ )2(

1
3
1
3
1
3

22
7

12�شم

15�شم

م

مخروطٌ  دائريٌّ قائمٌ م�ساحةُ قاعدتِهِ 314 �شم2, وارتفاعُهُ 9�شم. جدْ:
1( حجمَ المخروطِ القائمِ.

2( ن�سفَ قطرِ قاعدةِ المخروطِ القائمِ. 

1تدريبٌ     

2
1
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الحلُّ

مخروطٌ دائريٌّ قائمٌ ارتفاعُهُ 12 �شم، وطولُ قطرِ قاعدتِهِ 10 �سم. جدْ حجمَ المخروطِ 
القائمِ وطولَ را�شمِهِ.

العلاقةُ بَيْنَ ل, ع, نق, هيَ ل2 = ع2 + نق2 )مبرهنةُ فيثاغور�ضَ(؛ لاأنَّا المثلثَ اأ م ب 
قائمُ الزاويةِ في م.

2تدريبٌ     

اأ

ب

ع

م

ل

نق

قاعدةُ المخروطِ القائم

نقطةُ مركزِ قاعدةِ المخروطِ القائمِ

ن�سفُ قطرِ قاعدةِ المخروطِ القائم

را�سمُ المخروطِ القائمِ

ارتفاعُ المخروطِ القائمِ

راأ�ضُ المخروطِ القائمِ

1( اأح�سرْ مج�سمَ مخروطٍ قائمٍ م�سنوعٍ منَ الكرتونِ.
2( قُ�ضَّا المخروطَ القائمَ على طولِ اأحدِ الروا�سمِ. ماذا نُ�سمي ال�سكلَ الناتجَ؟

3( ما العلاقةُ بَيْنَ الم�ساحةِ الجانبيةِ للمخروطِ القائمِ, وم�ساحةِ القطاعِ الدائريِّ الناتجِ 
منْ ق�ضِّ المخروطِ القائمِ على طولِ اأحدِ الروا�سمِ )�سبكةِ المخروطِ القائمِ(.

ن�شاطٌ )2(

. الم�ساحةُ الجانبيةُ للمخروطِ القائمِ تُ�ستنتَجُ منْ م�ساحةِ القطاعِ الدائريِّ
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الم�ساحةُ الجانبيةُ للمخروطِ القائمِ = πل نق, حيثُ:
ل: طول را�سمُ المخروطِ القائمِ.  

نق: ن�سفُ قطرِ قاعدةِ المخروطِ القائمِ.  
الم�ساحةُ الكليةُ ل�سطحِ المخروطِ القائمِ = الم�ساحةَ الجانبيةَ + م�ساحةُ القاعدةِ .

= π ل نق + π نق2                                  
= π نق )ل + نق(                                  

م�شاحةَ  جدْ  �شم،   30 را�شمِهِ  وطولُ  20�شم،  قاعدتِهِ  قطرِ  طولُ  قائمٌ  دائريٌّ  مخروطٌ 
�سطحهِ الكليةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ .

الحلُّ
الم�ساحةُ الكليةُ ل�سطحِ المخروط القائمِ = π نق )ل + نق( 

 )10 + 30( 10 × π =  
= π 400 = 40 * 10 × π �شم2.  

: التحققُ منْ �شحةِ الحلِّ
الم�ساحةُ الجانبيةُ للمخروطِ القائمِ = π ل نق = π 300 ≈ 10 × 30 × π �شم2.

= π نقπ 100 ≈ 10 × 10 × π = 2 �شم2. م�شاحةُ القاعدةِ  
الم�ساحةُ الكليةُ ل�سطحِ المخروطِ القائمِ = الم�ساحةَ الجانبيةَ + م�ساحةُ القاعدةِ.

   .2شم� π 400 = π 100 + π 300 =                                    

مثالٌ )3(

م�شاحةَ  جدْ  12�شم،  وارتفاعُهُ  5�سم,  قاعدتِهِ  قطرِ  ن�سفِ  طولُ  قائمٌ  دائريٌّ  مخروطٌ 
. �سطحهِ الكليةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

2تدريبٌ     

30�شم

20�شم
م



112

1( جدْ حجمَ مخروطٍ دائريٍّ قائمٍ طولُ قطرِ قاعدتِهِ 20م, وارتفاعُهُ 25م.
قطرِ  ن�شفِ  طولَ  جدْ  9�شم.  وارتفاعُهُ  �شم3,   π  360 , حجمُهُ  قائمٌ  دائريٌّ  مخروطٌ   )2

قاعدتِهِ.
3( مخروطٌ دائريٌّ قائمٌ طولُ قطرِ  قاعدتِهِ 6�شم، وطولُ را�شمِهِ 5 �شم، جدْ كلاًّ مما ياأتي:

ب( م�ساحتَهُ الجانبيةَ. ( حجمَ المخروطِ.                         اأ 
. ( م�ساحةَ �سطحهِ الكليةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ ج ـ

4( ال�سكلُ المجاورُ يمثلُ �سبكةَ مخروطٍ دائريٍّ قائمٍ طولُ را�سمِهِ 13مترًا، ومحيطُ قاعدتِ���هِ 
π 10 متر، جدْ كلاًّ مما ياأتي:

( حجمَ المخروطِ. اأ 

( م�شاحتَهُ الجانبيةَ. ب 
. ( م�ساحةَ �سطحهِ الكليةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ ج ـ

هُ, اإذا كانَ طولُ ن�سفِ قطرِ قاعدةِ  هُ والارتفاعُ نف�سُ 5( اأ�سطوانةٌ , ومخروطٌ لهُما الحجمُ نف�سُ
الأ�شطوانةِ 4�سم, وارتفاعُها 18 �سم. فجدْ طولَ ن�سفِ قطرِ قاعدةِ المخروطِ؟

6( قبعةٌ على �سكلِ مخروطٍ , حجمُها π 180 �شم3, وارتفاعُها 15�شم. جدْ طولَ الرا�شمِ، 
. ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ

7( هلْ يبقى حجمُ المخروطِ ثابتًا, اإذا اأ�سفْنا واحدًا اإلى ن�سفِ القطرِ, وطرحْنا واحدًا منَ 
الارتفاعِ؟ مبررًا اإجابتَكَ.

: الم�ساحةَ الجانبيةَ للمخروطِ = π ل نق , حيثُ ل طولُ را�سمِ المخروطِ, نق  8( اأثبتْ اأنَّا
ن�شفُ قطرِ قاعدتِهِ .

π10 م

13م

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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1( اأح�شرْ مج�شمينِ )هرمًا رباعيًّا، من�شورًا رباعيًّا(، م�شتركَيْنِ في اأبعادِ القاعدةِ 
والارتفاعِ, كما في الر�سمِ اأعلاهُ, بحيثُ يكونانِ مفرغينِ منَ الداخلِ.

2( اأح�شرْ كميةً منَ الرملِ الناعمِ.
العمليةَ حتى  رِ  المن�شورِ. كرِّ في  اأفرغْهُ  ثم  الناعمِ،  بالرملِ  تمامًا  الهرمَ   

ِ
املاأ  )3

يمتلئَ المن�سورُ تمامًا.
4( كمْ عددُ المراتِ التي لزمتْ لملءِ المن�شورِ تمامًا؟

5( ماذا تلاحظُ؟

ل بدَّ اأنّكَ لحظتَ حاجَتَكَ اإلى مَلِء الهرم3ِ مراتٍ تمامًا، لكي تملاأَ المن�شورَ تمامًا، 

: حجمَ الهرمِ =       حجمِ المن�سورِ الم�ستركِ معهُ في القاعدةِ والارتفاعِ.  وهذا يعني اأنَّا

ن�شاطٌ )1(

1
3

1حجمُ الهرمِ القائمِ =       م�شاحةِ القاعدةِ × الارتفاعِ 
3

πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
الخام�صُ

حجمُ الهرمِ القائمِ وم�شاحةُ �شطحِهِ

النتاجاتُ
• ت�ستق�سي �سيغةً لحجمِ الهرمِ الثلاثيِّ القائمِ, والرباعيِّ القائمِ, وم�ساحةِ �سطحِ كلٍّ منهُما.

ماذا يمثِّل �شكلُ )1(؟ 
ماذا يمثلُ �شكلُ )2(؟

نعُ مج�شمينِ  بينَهُما ؟ هل يمكنُكَ �شُ ما العلاقةُ 
ها؟ لهما الموا�سفاتُ نف�سُ

�شكلٌ )2(�شكلٌ )1(

�س�س
�س �س

ع
ع
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جدْ حجمَ الهرمِ القائمِ المو�شحِ جانبًا.
الحلُّ

حجمُ الهرمِ =      م�شاحةِ القاعدةِ × الارتفاعِ
  6 × )5 × 5(      =  

6 × 25 ×      =  
2 × 25 =  

= 50�شم3 .  

5�شم

5�شم

6�شم

1( اأح�شرْ مج�شمَ هرمٍ قائمٍ م�شنوعٍ منَ الكرتونِ.
2( ق�سَّ الهرمَ لتح�شلَ على �شبكتِهِ.

3( ما العلاقةُ بَيْنَ ارتفاعِ كلِّ وجهٍ جانبيٍّ والارتفاعِ 
الجانبيِّ للهرمِ القائمِ؟

4( ما العلاقةُ بَيْنَ الم�شاحةِ الجانبيةِ للهرمِ، ومجموعِ 
مثلثاتٍ  ت�شكلُ  التي  الأربعةِ  الأوجهِ  م�شاحاتِ 

هُ؟ متطابقةَ ال�سلعينِ, ولها الارتفاعُ نف�سُ
ماذا تلاحظُ؟

ن�شاطٌ )2(

1
3
1
3
1
3

مثالٌ )1(

هرمٌ قائمٌ ثلاثيٌّ ارتفاعُهُ 15 م، وقاعدتُهُ على �شكلِ مثلثٍ طولُ قاعدتِهِ 10 �شم. 
جدْ حجمَهُ.

1تدريبٌ     
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جدِ الم�شاحةَ الجانبيةَ والكليةَ ل�شطحِ الهرمِ القائمِ المو�شحِ جانبًا.

الحلُّ

الم�شاحةُ الجانبيةُ ل�شطحِ الهرمِ القائمِ
=      × محيطِ القاعدةِ ×الارتفاعِ الجانبيِّ للهرمِ القائمِ  

 6 × )4 + 4 + 4 + 4(       =                                        
= 48 �شم2.                                      

الم�شاحةُ الكليةُ ل�شطحِ الهرمِ القائمِ = الم�شاحةَ الجانبيةَ للهرمِ  القائمِ + م�شاحةُ القاعدةِ
4   ×   4   +   48 =                                  

= 64�شم2.                                  

الم�شاحةُ الجانبيةُ ل�شطحِ الهرمِ القائمِ = مجموعَ م�شاحاتِ الأوجهِ.

وفي حالةِ الهرمِ القائمِ منتظمِ القاعدةِ 

                     تكونُ الم�شاحةِ الجانبيةَ =       × محيط القاعدةِ × الارتفاعِ الجانبيِّ للهرمِ القائمِ
الم�شاحةُ الكليةُ ل�شطحِ الهرم القائمِ    = الم�شاحةَ الجانبيةَ للهرمِ + م�شاحةُ القاعدةِ

1
2

1
2
1
2

مثالٌ )2(

ما اأَوجُهُ ال�شبهِ والختلافِ بَيْنَ الهرمِ الثلاثيِّ القائم والهرمِ الرباعيِّ القائمِ؟

ثْ تحدَّ

هرمٌ ثلاثيٌّ قائمٌ طولُ �شلعِ قاعدتِهِ 6�سم, وارتفاعُهُ الجانبيُّ 8�شم . جدْ م�شاحةَ �شطحهِ 
الجانبيةَ, ثمَّا تحققْ منْ �سحةِ الحلِّ .

2تدريبٌ     

4�شم
4�شم

6�شم
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1( جدْ حجمَ هرمٍ قائم ارتفاعُهُ 17 مترًا ، وقاعدتُهُ مربعةُ ال�شكلِ طولُ �شلعِها 22 مترًا.

قاعدتِها  وم�شاحةُ  �شم3،   847 حجمُها  قائمٍ,  هرمٍ  �سكلِ  على  �سمعةٍ  ارتفاعَ  جدِ   )2
121�شم2.

وارتفاعُهُ  3�سم,  قاعدتِهِ  �شلعِ  طولُ  رباعيٌ  قائمٌ  هرمٌ   )3
الجانبيُّ 12�شم، كما هوَ مو�شحٌ جانبًا، جدْ:

( م�شاحةَ �شطحهِ الجانبيةَ. اأ 
ب ( م�شاحةَ �شطحهِ الكليةَ.

4( اله��رمُ الأكبرُ "خوفو" م��نْ اأهراماتِ الجيزةِ 
فــي م�ســرَ, يبلــغُ ارتفاعُــهُ 146٫5مت��رًا، 
وقاعدتُهُ مربع��ةُ ال�شكلِ طولُ �شلعِها 230 

مترًا . جدْ حجمَهُ.

5( ار�سمْ �سبكةً لهرمٍ ثلاثيٍّ بحيثُ تكونُ م�ساحتُهُ الجانبيةُ )60( �شم2.
6( ار�سمْ �سبكةً لهرم رباعيٍّ بحيثُ تكونُ م�ساحتُهُ الكليةُ )60( �شم2.

πFÉ°ùeh øjQÉ“

١٢سم

٣سم

٣سم
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اأثبتَ اأرخميد�سُ اأنَّ حجمَ الكرةِ ي�شاوي     حجمِ الأ�شطوانةِ المحيطةِ بها كما في 
: ال�شكلِ اأعلاهُ، وعليهِ فاإنَّ

حجمَ الكرةِ =      × π نق2× ع
 : وبما اأنَّ

1( ن�شفَ قطرِ الأ�شطوانةِ = ن�شفَ قطرِ الكرةِ  
= 2× ن�شفِ قطرِ الكرةِ 2( ارتفاعَ الاأ�سطوانةِ    

=     × π نق2× 2نق  اإذنْ: حجمُ الكرةِ  

=      × π نق3.                          

2
3

2
3

2
3
4
3

4حجمُ الكرةِ =       π نق3 حيثُ نق ن�سفُ قطرِ الكرةِ
3

πFÉ°ùeh øjQÉ“ ُالدر�ص
حجمُ الكرةِ وم�شاحةُ �شطحِهاال�شاد�صُ

النتاجاتُ
• ت�شتق�شي �شيغةً لحجمِ الكرةِ ، وم�شاحةِ �شطحِها.

1( ماذا يمثِّلُ ال�شكلُ المجاورُ؟
قطرِ  ون�شفِ  الكرةِ  قطرِ  ن�شفِ  بَيْنَ  العلاقةُ  ما   )2

الأ�شطوانةِ؟
3( ما العلاقةُ بَيْنَ ن�سفِ قطرِالكرةِ وارتفاعِ الاأ�سطوانةِ؟

4( ما حجمُ الكرةِ؟

نق

نق
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كرةٌ طولُ ن�شفِ قطرِها 6�شم . جدْ حجمَها.

الحلُّ
حجمُ الكرةِ =      π نق3

36 × π      =  
= π  288 �شم3.  

4
3
4
3

500
3

مْها اإلى ن�سفينِ. 1( اأح�سرْ برتقالةً على �سكلِ كرةٍ قدْرَ الاإمكانِ, وق�سِّ

ها. 2( ار�سمْ اأربعَ دوائرَ م�ستخدمًا البرتقالةَ نف�سَ

وا�ستخدم  �سغيرة  قطع  اإلى  تمامًا  البرتقالةَ  ق�سّرِ   )3
قِ�شرَ البرتقالةِ لتغطيةِ الدوائرِ الأربعِ.

ن�شاطٌ

مثالٌ )1(

نق

جدْ طولَ قطرِ كرةٍ حجمُها             π �شم3.
1تدريبٌ     

)2(

)1( / ب)1( / اأ

)3(
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5(  منَ ال�شكلِ )4( ماذا ت�شتنتجُ ؟

ى الدّوائرَ الأربعَ  تعلمتَ �شابقًا اأنَّ م�شاحةَ الدائرةِ = π نق2، واأنَّ ق�شرَ البرتقالةِ غطَّ
: م�شاحةَ �شطحِ الكرةِ = 4× م�شاحةِ الدائرةِ تمامًا، وهذا يعني اأنَّ

= π 4 نق2.   

م�شاحةُ �شطحِ الكرةِ = π 4 نق2، حيثُ نق ن�سفُ قطرِ الكرةِ .

جدْ م�شاحةَ �شطحِ كرةٍ طولُ ن�شفِ قطرِها 7�شم .

الحلُّ
م�شاحةُ �شطحِ الكرةِ  = π 4 نق2

 27 ×        × 4 ≈  
≈ 616 �شم2.   

مثالٌ )2(

22
7

7�شم

جدْ م�شاحةَ �شطحِ كرةٍ، طولُ ن�شفِ قطرِها 20�شم.
2تدريبٌ     

)4(
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خزانٌ كرويٌّ ال�شكلِ م�شاحةُ �شطحِهِ 1256م2 جدْ :
1( طولَ ن�سفِ قطرِ الخزانِ.

2( حجمَ الخزانِ.
)3٫14 ≈ π ا�ستخدم(

3تدريبٌ     

جدْ طولَ ن�شفِ قطرِ كرةٍ م�شاحةُ �شطحِها π 784 �شم2.
الحلُّ

م�شاحةُ �شطحِ الكرةِ = π 4 نق2 
التعوي�سُ في القانونِ  =  π × 4 × نق2       π 784

 π ق�شمةُ طرفيِ المعادلةِ على = 4 نق2         784     
حلُّ المعادلةِ = نق2        196     

=  نق   196   ±

اإهمالُ القيمةِ ال�شالبةِ. لماذا؟               196   =          نق  
∴ نق = 14�شم

∴ ن�شفُ قطرِ الكرةِ =14�شم.

“πFÉ°ùeh øjQÉمثالٌ )3(
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1( كرةٌ طولُ ن�شفِ قطرِها21�شم . جدْ حجمَها ، وم�شاحةَ �شطحِها .
2( جدْ طولَ ن�شفِ قطرِ كرةٍ حجمُها π 36 �شم3.

3( جدْ م�شاحةَ �شطحِ كرةٍ حجمُها            �شم3.

4( جدْ حجمَ الكرةِ التي م�شاحةُ �شطحِها π 100 �شم2.

هرَ لإعادةِ �شنعِهِ على �شورةِ كرةٍ،  5( مكعبٌ منَ الر�شا�سِ حجمُهُ 38808 �شم3، �شُ
جدْ:

( طولَ ن�شفِ قطرِ الكرةِ الناتجةِ بعدَ اإعادةِ الت�شنيعِ. اأ 

ب ( م�شاحةَ �شطحِ الكرةِ الناتجةِ بعدَ اإعادةِ الت�شنيعِ.

يُ�ستخــدَمُ  كرويًّا  بــالونًا  يمثِّلُ  المجاورُ  ال�سكلُ   )6
ل��درا�شةِ الطق�سِ، ويبل��غُ حجمُهُ π 36�شم3، جدْ 

م�شاحةَ �شطحهِ.

256
3

πFÉ°ùeh øjQÉ“
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بما اأنَّ ن�شفَ قطرِ الكرةِ تغيّرَ منْ 7مم اإلى 21مم فاإنَّ معاملَ التغيّرِ هوَ 3

π × 37 ×       ≈  )ِحجمُ الكرةِ قبلَ التمددِ )التغيُّر ∴

≈              π مم3.                                           

π × 321 ×      ≈ )ِحجمُ الكرةِ بعدَ عمليةِ التمددِ )التغيُّر      

≈                     مم3.  

: حجمَ الكرةِ بعدَ التغيُّرِ = )3(3 × حجمِ الكرةِ قبلَ التغيُّرِ.  لاحظْ اأنَّا

4
3

1372
3

4
3

37044
3

النتاجاتُ
• ي�شتق�شي تاأثيرَ التغيّرِ في اأبعادِ المج�شمِ على حجمهِ وم�شاحةِ �شطحهِ.

الدر�صُ 
ال�شابعُ

معاملُ التغيرِّ

كرةٌ ن�شفُ قطرِها 7مم تتمددُ بفعْلِ الحرارةِ 
ب�سكلٍ منتظمٍ محافظةً على �سكلِها؛ بحيثُ اأ�سبحَ 
ن�شفُ قطرِها 21مم، انظرِ ال�شكلَ المجاورَ، ثمَّ 

اأجبْ عما ياأتي:
1( ما معاملُ التغيّرِ؟

2( ما حجمُ الكرةِ قبلَ عمليةِ التمددِ؟ 
3( ما حجمُ الكرةِ بعدَ عمليةِ التمددِ؟ 

�شكلٌ )1(

7مم

�شكلٌ )2(

21مم
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كرةٌ منَ المعدنِ ن�شفُ قطرِها 3�سم, اأخذتْ تتمددُ بفعلِ الحرارةِ, وفي لحظةٍ معينةٍ اأ�سبحَ 
ن�شفُ قطرِها 6�شم، جدْ ما ياأتي: 

1( معاملَ التغيُّرِ. 
2( م�شاحةَ �شطحِها لحظةَ اأ�شبحَ ن�شفُ قطرِها 6�شم. 

الحلُّ
معاملُ التغيُّرِ هوَ 2

م�شاحةُ �شطحِ الكرةِ = π 4 نق2
π 2)3( ×4 = ِم�شاحةُ �شطحِ الكرةِ قبلَ التغيُّر ∴
= π 36 �شم2                                            
π 2)6( ×4 =       م�شاحةُ �شطحِ الكرةِ بعدَ التغيُّرِ 

= π 144 �شم2.   

: م�ساحةَ �سطحِ الكرةِ بعدَ التغيُّرِ = )2(2 × م�شاحةِ �شطحِ الكرةِ قبلَ التغيُّرِ. لاحظ اأنَّا

مثالٌ )1(

كرةٌ ثلجيةٌ ن�شفُ قطرِها 20�شم، اأخذتْ بالذوبانِ ب�شكلٍ منتظمٍ محافظةً على �شكلِها 
وفي لحظةٍ ما اأ�شبحَ ن�شفُ قطرِها 10�شم، جدْ كلاًّ مما ياأتي: 

1( معاملَ التغيُّرِ. 
2( حجمَ الكرةِ بعدَ ذوبانِها في اللحظةِ حيثُ ن�شفُ قطرِها 10�شم. 

1تدريبٌ     
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بركةُ �شباحةٍ اأ�شطوانيةُ ال�شكلِ ن�شفُ قطرِها 7م وارتفاعُها 4م، تمَّ عملُ تو�شعةٍ لها بحيثُ 
اأ�شبحَ ن�شفُ قطرِها 14م وارتفاعُها 8م، اأكملِ الجدولِ الآتيَ:

ن�شفُ بركةُ ال�شباحةِ
محيطُ الرتفاعُالقطرِ

القاعدةِ 
م�شاحةُ 
القاعدةِ

الم�شاحةُ 
الجانبيةُ

الم�شاحةُ 
الحجمُالكليةُ

7444176616قبلَ التو�شعةِ
1486161936بعدَ التو�شعةِ

ماذا تلاحظُ؟

الحلُّ

ن�شفُ بركةُ ال�شباحةِ
محيطُ الرتفاعُالقطرِ

القاعدةِ 
م�شاحةُ 
القاعدةِ

الم�شاحةُ 
الجانبيةُ

الم�شاحةُ 
الحجمُالكليةُ

7444154176484616قبلَ التو�شعةِ
1488861670419364928بعدَ التو�شعةِ

مثالٌ )2(

بالونٌ كرويُّ ال�شكلِ م�شاحةُ �شطحِهِ π 125 �شم2   اأخذَ يت�شرّبُ منهُ الهواءُ ب�شكلٍ منتظمٍ 
، وفي لحظةٍ ما اأ�شبحَ ن�شفُ قطرِهِ      ن�شفِ  بحيثُ يبقى محافظًا على �شكلِهِ الكرويِّ

قطرِهِ ال�سابقِ, جدْ م�ساحةَ �سطحِهِ عندَ تلكَ اللحظةِ. 

2تدريبٌ     

2
3

ثْ لزميلِكَ عن اأثرِ معاملِ التغيرِ في كلٍّ منْ: حجمِ الكرةِ, وم�ساحةِ �سطحِها بعدَ  تحدَّا
التغييرِ. مبررًا اإجابتكَ من خلالِ تقديمِ اأمثلةٍ. 

ثْ تحدَّ
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قالبٌ منَ الثلجِ اأ�شطوانيُّ ال�شكلِ، حجمُهُ π 36 �شم3، اأخذَ بالذوبانِ ب�شكلٍ منتظمٍ، وفي 
لحظةٍ ما كانَ معاملُ التغيُّرِ 0٫2، جدْ حجمَ القالبِ في تلكَ اللحظةِ. 

: معاملَ التغيُّرِ هوَ 2 نلاحظُ اأنَّا
1( 88 = 2 × 44 اأو 44 =     × 88  

 154 × 2)2( = 616 )2
176  ×  2)2( = 704 )3
484 × 2)2( =1936 )4
616 × 3)2( = 4928 )5

1
2

3تدريبٌ     
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1( م�سنعٌ للحلوياتِ يعملُ كعكَ العيدِ على �سكلِ كراتٍ, حجمُ كلٍّ منها π 1٫3 �شم3 
قررَ �شاحبُ المعملِ ت�شغيرَ الكعكةِ اإلى الثلثينِ، وذلكَ منْ اأجلِ اإعادةِ ت�شعيرِها. ما 

حجمُ الكعكةِ بعد عمليةِ الت�شغيرِ؟

2( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ م�شنوعةٌ من المعدنِ حجمُها 5346�شم3 ، اأخذتْ تتمددُ بفعلِ 
الحرارةِ ب�سكلٍ منتظمٍ وفي لحظةٍ ما ازدادتْ اأبعادُها بمقدارِ ال�سعفينِ. فَجدْ حجمَ 

الأ�شطوانةِ في تلكَ اللحظةِ.

16�شم،  12�شم،  واأبعادُهُ:  �شم3،   768 حجمُهُ  الثلجِ  منَ  م�شنوعٌ  ثلاثيٌّ  من�شورٌ   )3
20�شم،  وم�شاحتُهُ الجانبيةُ 384 �شم2. اأخذَ بالذوبانِ ب�شكلٍ منتظمٍ محافظًا على 

�شكلهِ، وفي لحظةٍ ما اأ�شبحتْ اأبعادُهُ 3�شم، 4�شم، 5�شم، جدْ كلاًّ مما ياأتي: 
( معاملَ التغيُّرِ.  اأ 

ب ( حجمَ المن�شورِ في تلكَ اللحظةِ. 
ج� ( م�شاحتَه الجانبيةَ في تلكَ اللحظةِ. 

πFÉ°ùeh øjQÉ“ á©LGôe lá©LGôe
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1( ار�شمْ �شبكةً تقريبيةً لكلِّ مج�شمٍ منَ المج�شماتِ الآتيةِ:

)ج�(                        )اأ (          )ب(     
2( من�شورٌ ثلاثيٌّ قاعدتُهُ مثلثٌ قائمُ الزاويةِ، اأطوالُ اأ�شلاعِهِ: 5�شم ، 12�شم ، 13�شم ، 

وارتفاعه 10�شم ، جدْ:
( حجمَهُ. اأ 

ب ( م�شاحةَ �شطحهِ الكليةَ.
رِبْتَ اأبعادُهُ في 4.  ج� ( حجمَهُ وم�شاحةَ �شطحهِ الكليةَ اإذا �شُ

المتوازيتينِ 12�شم، 8�شم  قاعدتيهِ  منحرفٍ طولُ  �شبهِ  �شكلِ  على  قاعدتُهُ  من�شورٌ   )3
وارتفاعُها 6�سم, وارتفاعُ المن�سورِ 9�شم. جدْ حجمَهُ.

4( هرمٌ قائمٌ رباعيٌّ حجمُهُ 72م3, وارتفاعُهُ 8م جدْ م�شاحةَ قاعدتِهِ.
5( هرمٌ قائمٌ ارتفاعُهُ 17م ، وقاعدتُهُ مربعةُ ال�شكلِ طولُ �شلعِها 22م ، جدْ:

( حجمَهُ. اأ 
ب ( اإذا ت�ساعفَتْ اأبعادُهُ, فما حجمُهُ بعد التغيُّرِ؟ 

6( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ طولُ قطرِها 14�سم, وارتفاعُها 12�شم ، جدْ:
( حجمَها. اأ 

ب ( م�شاحةَ �شطحِها الكليةَ.
( اإذا ت�ساعفَتْ اأبعادُها فجدْ حجمَها. ج ـ

πFÉ°ùeh øjQÉ“ á©LGôe lá©LGôe
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الكليةُ 704 �شم2 ، وطولُ ن�شفِ قطرِها 7�شم  اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ م�شاحتُها     )7
جدِ ارتفاعَها.

مخروطٌ م�ساحةُ قاعدتِهِ 314 �شم2, وارتفاعُهُ 24�شم ، جدْ:    )8
( حجمَهُ. اأ 

( م�شاحتَهُ الجانبيةَ.  ب 
( م�شاحةَ �شطحِهِ الكليةَ. ج� 

( مخروطٌ دائريٌّ قائمٌ طولُ قطرِ قاعدتِهِ 6�شم ، وطولُ را�شمِهِ 5�شم، جدْ:  9
( حجمَ المخروطِ.                                  اأ 

( م�شاحتَهُ الجانبيةَ. ب 
رِبَتْ اأبعادُهُ في 3، فجدْ حجمَهُ وم�شاحَتَهُ الجانبيةَ. ( اإذا �شُ ج� 

10( يمثِّلُ المج�شمُ جانبًا كرةً طولُ قطرِها 6م، جدْ:
( حجمَها. اأ 

( م�شاحةَ �شطحِها الكليةَ. ب 
11( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ، طولُ ن�شفِ قطرِ قاعدتِها 6�شم، وحجُمها π 324 �شم3، 

جدْ ارتفاعَها.

7�شم12( جدْ حجمَ المج�شمِ المركبِ المر�شومِ جانبًا.

8�شم

3٫5�شم

م

w»JGP lQÉÑàNG
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1( يتكونُ هذا ال�شوؤالُ من 6 فقراتٍ، من نوعِ الختيارِ منْ متعددٍ، لكلِّ فقرةٍ منها 4 
بدائلَ، واحدٌ منها فقطْ �شحيحٌ، �شعْ دائرةً حولَ رمزِ البديلِ ال�شحيحِ:

طولَ  فاإنَّا  لذا  6�سم؛  وارتفاعُهُ  π 48 �شم2,  الجانبيةُ  م�شاحتُهُ  رباعيٌّ  من�شورٌ   )1(
محيطِ قاعدتِهِ ي�شاوي:

( π 6 �شم   د  ( π 8 �شم  ج�  ب ( 4�شم  ( 8 �شم  اأ 

�شطحِها  م�شاحةُ  ما  10�شم،  وارتفاعُها  7�سم,  قطرِها  ن�شفِ  طولُ  اأ�شطوانةٌ   )2(
الكليةَ بال�شنتمترِ المربعِ؟

440 ) د    1540 ) ج�  ب ( 308   748 ) اأ 

)3( مخروطٌ دائريٌّ قائمٌ م�ساحةُ قاعدتِهِ 616 �شم2؛ ما محيطُ قاعدتِهِ بال�سنتمترِ؟
196 ) د    88 ) ج�  ب( 44   14 ) اأ 

)4( هرمٌ حجمُهُ 175�شم3, وارتفاعُهُ 25�شم ، ما م�شاحةُ قاعدتِهِ؟
(14�شم2 د  ( 28�شم2  ج�  ب( 21�شم2  ( 7�شم2  اأ 

)5( كرةٌ طولُ ن�شفِ قطرِها 6 �سم ؛ ما حجمُها بال�سنتمترِ المكعبِ:
π 288 ) د   π 216 ) ج�   π36 ) ب  π 144 ) اأ 

)6( كرةٌ م�شاحةُ �شطحِها π 36�شم2، تناق�سَ ن�شفُ قطرِها اإلى الن�شفِ، ما م�شاحةُ 
�شطحِها؟

د( π 18 �شم2 ( π 4 �شم2   ج�  ( π 9 �شم2   ب  ( π 36 �شم2   اأ 

w»JGP lQÉÑàNG
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2( من�ش��ورٌ ث�لاثيٌّ قاع��دتُهُ مثلثٌ قائمُ الزاويةِ اأطوالُ اأ�شلاعِهِ: )6( �شم ، )8( �شم ، 
)10( �سم , وارتفاعُهُ )11( �شم. جدْ م�شاحتَهُ الجانبيةَ.

3( اأ�شطوانةٌ دائريةٌ قائمةٌ م�شاحةُ قاعدتِها 154 �شم2, وارتفاعُها 20 �شم .جدْ كلاًّ مما 
ياأتي:

( محيطَ قاعدتِها.             اأ 
ب( م�شاحةَ �شطحِها الكليةَ.

15�شم. جدْ طولَ  π �شم3, وارتفاعُها   180 قبعةٌ على �سكلِ مخروطٍ, حجمُها    )4
ن�شفِ قطرِها .

5( في ح�سةِ التربيةِ المهنيةِ , عملَ اأحدُ الطلبةِ كوبًا اأ�سطوانيَّا ال�سكلِ منَ الفخارِ بحيثُ 
كانَ حجمُهُ π 48  �شم3، ون�شفُ قطرِ قاعدتِهِ 2�سم, ما ارتفاعُهُ؟ 

6( جدْ حجمَ المج�شمِ المركبِ المر�شومِ اأدناهُ.

10�شم

12�شم
12�شم
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